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ABSTRAK

ANALISIS KESTABILAN MODEL MATEMATIKA SEICR PADA

PENYEBARAN HEPATITIS B DENGAN PEMBERIAN VAKSINASI

Hepatitis merupakan salah satu jenis penyakit menular. Tipe yang
berbahaya dari hepatitis ialah Hepatitis B. Hal ini dikarenakan penularan Hepatitis
B terjadi sangat cepat melalui kontak tubuh, air liur, hubungan seks dan
sebagainya. Bahkan penyakit ini juga bisa diturunkan ke bayi yang baru lahir oleh
ibu yang terkena Hepatitis B. Penularan Hepatitis B dapat dimodelkan secara
matematis menggunakan pemodelan matematika. Model SEICR untuk Hepatitis B
mengasumsikan populasi menjadi lima sub-populasi yaitu: Suspectible (individu
rentan), Exposed (individu laten), Infected (individu tertular), Carrier (individu
pembawa penyakit, dan Recovery (individu sembuh). Adanya pembagian populasi
ini bertujuan untuk mengetahui tingkat penyebaran penyakit disetiap sub-populasi.
Analisis bifurkasi diterapkan pada model sehingga diperoleh sebuah fungsi y
(f(y)) yaitu Ay + B. Fungsi y tersebut merupakan bentuk fungsi linier yang
menyebabkan model SEICR tersebut tidak mengalami bifurkasi. Kemudian
kestabilan bebas penyakit diperoleh menggunakan analisis Routh-Hurwitz, lalu
kondisi akan setimbang bebas penyakit saat pemberian vaksin pada populasi
suspectible mencapai lebih dari sama dengan 20% dari total populasi.

Kata kunci: Model Epidemi, SEICR, Hepatitis B, Routh-Hurwitz

xv



 

    digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id   

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

ABSTRACT

ANALISYS STABILITY FOR MATHEMATICS MODEL OF SEICR ON

PREVELANCE HEPATITIS B WITH VACINATION

Hepatitis is a one of infectious disease. The dangerous type of hepatitis is
Hepatitis B. This is because the transmission of the disease occurs very quickly,
and be able to be transmitted through body contact, saliva, sex and so on. Even this
disease can also be passed on to newborns by mothers affected by Hepatitis B.
Transmission of Hepatitis B can be modeled mathematically using mathematical
modeling. Mathematical modeling is a form of interpretation of the real situation.
The SEICR model assumes that the population is divided into five sub-populations:
Suspectible, Exposed, Acute Infected, Carrier, and Recovery. This division of
population aims to determine the level of spread of disease in each sub-population.
The bifurcation analysis is applied to the model so that a function y (f(y)) is
obtained, namely Ay + B. The Y function is a form of linear function that causes
the SEICR model does not experience bifurcation. Then the disease-free stability
is obtained using Routh-Hurwitz analysis, then the conditions will be as balanced
as disease-free when administering vaccines to the suspectible population to reach
more than 20% of the total population.

Keywords: Epidemic Model, SEICR, Hepatitis B, Routh-Hurwitz Criteria
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang Masalah

Matematika merupakan ilmu pengetahuan yang bersifat deduktif, dimana

konsep yang ada di dalamnya memiliki sifat hirarki, terstruktur, logis, dan

sistematis. Matematika dikatakan sebagai ratu ilmu dikarenakan ilmu matematika

dapat berkembang tanpa adanya bantuan ilmu lain dan juga dapat diterapkan di

segala bidang keilmuan. Peranan matematika yang diterapkan dalam ilmu lain

sangat beragam, diantaranya ilmu matematika dalam penerapan komputasi,

statistik, keuangan, industri dan lainnya. Penerapan ilmu matematika ke bidang

ilmu lain juga disebut sebagai matematika terapan. Pemodelan matematika

merupakan penerapan yang bisa dilakukan dalam kehidupan sehari-hari. Pada

dasarnya pemodelan matematika merupakan salah satu alat untuk

mempresentasikan masalah dalam dunia nyata ke bentuk persamaan matematika.

Persamaan yang paling banyak digunakan untuk menggambarkan suatu keadaan

fisik ialah persamaan diferensial. Persamaan diferensial memuat satu atau lebih

turunan dari satu fungsi (Sair , 2018).

Perkembangan model matematika dalam sains banyak digunakan dalam

berbagai ilmu seperti ilmu fisika, biologi, kesehatan, ilmu sosial dan lainnya. Salah

satu model matematika yang dikembangkan ialah model epidemi. Epidemi

merupakan suatu kondisi yang mirip dengan wabah. Suatu keadaan akan dikatakan

epidemi jika suatu kelompok masyarakat atau wilayah terkena penyakit menular

1
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2

yang penyebarannya sangat cepat. Model matematika mengenai epidemiologi ini

akan memungkinkan untuk memprediksi dinamika epidemi pada suatu populasi,

dengan faktor-faktor epidemi, dinamika awal invansi, dan dampak dari adanya

vaksinasi (Khan, Ullah, Ali, & Zaman , 2019). Penyakit yang berpotensi menjadi

epidemi di suatu wilayah, misalnya: penyakit HIV/AIDS, hepatitis, tuberkolosis

dan lainnya. Penyakit-penyakit tersebut mampu menjadi wabah disuatu populasi

karena penyebarannya yang cepat. Salah satu model epidemi dalam penyebaran

penyakit ialah penyebaran penyakit hepaitis B. Penyebaran penyakit ini dapat

dirumuskan kedalam model matematika.

Hepatitis B merupakan penyakit menular yang disebabkan karena adanya

infeksi virus HBV (Hepatitis B Virus) yang umumnya menginfeksi hati (Pusat

Data dan Informasi, 2014). Ada tujuh jenis hepatitis, yaitu hepatitis A, B, C, D, E,

G, dan TTV (Transmition Transfusion Virus). Dari ketujuh jenis hepatitis tersebut,

Hepatitis B paling banyak dijumpai di seluruh dunia dan menjadi yang berbahaya

dibandingkan hepatitis lain. Hal ini dikarenakan Hepatitis B dapat membunuh

penderitanya pelan-pelan karena mampu bertahan dan menetap dalam tubuh.

Penyakit ini juga mampu berkembang menjadi sirosis hati (pengerasan hati)

kemudian berakhir menjadi kanker hati. Rata-rata penderita penyakit ini awalnya

tidak menyadari dirinya terkena HBV (Hepatitis B Virus), yang kemudian disadari

ketika keadaan telah menjadi kronis. Diperkirakan 350 juta orang didunia telah

terinfeksi HBV, dengan 5% merupakan penderita hepatitis akut dan antara 500.000

hingga 12 juta orang meninggal setiap tahunnya dikarenakan infeksi HBV

(Thornley, Bullen, & Roberts , 2008). HBV telah menjadi penyakit endemis di

berbagai negara di dunia (Liang, Zu, & Zhuang , 2018).
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3

Gambar 1.1 Prevalensi Hepatitis menurut Provinsi Tahun 2007 dan 2013

Indonesia merupakan salah satu negara dengan endemisitas Hepatitis B

tinggi. Hasil riset yang dilakukan oleh kementerian kesehatan dalam program

Riset Kesehatan Dasar (Riskesdas) 2007 menujukkan bahwa prevalensi sebesar

9,4%. Hal ini berarti 1 dari 10 orang penduduk Indonesia terinfeksi Hepaitis B

(Ahmad & Kusnanto , 2017). Kemudian berdasarkan Riset Kesehatan Dasar

(Riskesdas) tahun 2013 virus Hepatitis B menginfeksi sebanyak 7,1% (sekitar 18

juta) penduduk di Indonesia. Sedangkan virus Hepatitis C menginfeksi berkisar

1,01% atau sekitar 2,5 juta (Pusat Data dan Informasi , 2014).

Penyebab penularan penyakit ini bisa melalui banyak cara. Penyebaran

hepatitis pada prevalensi tinggi penularan sebagian besar terjadi secara vertikal

yaitu dari ibu ke bayi. Sementara itu pada endemitas rendah penularan dapat

terjadi secara horizontal seperti penggunaan jarum suntik bersamaan, hubungan

seks, transfusi darah, dan lainnya (Kamyad, Akbari, Heydari, & Heydari , 2014).

Penularan horizontal ini umumnya terjadi pada orang dewasa dan semakin

meningkat pada penduduk berusia di atas 15 tahun. Jenis Hepatitis yang banyak

menginfeksi penduduk Indonesia adalah Hepatitis B berkisar 21,8%, Hepatitis A

berkisar 19,3% dan Hepatitis C berkisar 2,5% (Pusat Data dan Informasi , 2017).
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Al-Qur’an telah menjelaskan firman Allah SWT pada surat Yunus ayat 57

yang berbunyi:

Artinya: ”Hai manusia, sesungguhnya telah datang kepadamu pelajaran dari

Rabb-mu dan penyembuh bagi penyakit (yang berada) dalam dada dan petunjuk

serta rahmat bagi orang-orang yang beriman.” (QS. Yunus:57)

Berdasarkan surat Yunus ayat 57, telah dijelaskan bahwa Allah SWT telah

memberikan banyak petunjuk untuk kesembuhan penyakit kepada orang-orang

yang beriman. Kemudian melalui hadist shahih riwayat Imam Bukhari, bahwa

Rasulullah SAW bersabda:

Artinya: ”Tidaklah Allah menurunkan penyakit kecuali Dia yang menurunkan

penawarnya.” (HR. Bukhari)

Adanya penjelasan dari hadist Bukhari memperkuat bahwa Allah SWT

tidak akan menurunkan penyakit yang tidak ada obatnya. Hal tersebut terbukti oleh

adanya vaksin Hepatitis B yang menjadi penawar untuk penyakit tersebut. Namun,

untuk mengetahui banyaknya vaksinasi yang dibutuhkan terhadap populasi

dibutuhkan sebuah perhitungan. Pemodelan matematika merupakan salah satu

upaya penangan untuk mengatasi penyebaran Hepatitis B. Dikarenakan melalui

pemodelan dapat mengetahui seberapa tinggi persentasi populasi tervaksin yang

dibutuhkan.
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Perkembangan model epidemi matematika telah berkembang dari model

sederhana menjadi model yang lebih kompleks, termasuk dengan melibatkan

faktor vaksinasi sebagai kontrol optimum. Model epidemik penyebaran yang

sering digunakan ialah model SIR. Model ini mengelompokkan populasi menjadi

3 sub populasi yaitu: Susceptible (individu yang rentan), Infected (individu

terinfeksi), dan Recovered (individu sembuh). Model SIR ditemukan pada tahun

1927 oleh Kermack dan McKendrick. Penelitian yang dilakukan oleh Khan,et al

(2019) dalam penelitiannya tentang penyebaran Hepatitis B dengan menggunakan

model SIR menjelaskan tentang formulasi model epidemi Hepatitis B. Hasil dari

penelitian tersebut di dapatkan bahwa dari setiap individu sub populasi

membutuhkan penangan atau kontrol untuk pencegahan penyebaran, dikarenakan

bilangan reproduksi (Ro > 1) yang berarti Hepatitis B menjadi penyakit epidemi

(Khan, Ullah, Ali, & Zaman , 2019).

Meskipun model SIR merupakan model yang baik, namun untuk beberapa

penyakit model ini kurang sesuai. Misalnya pada penyakit yang memungkinkan

adanya penularan akibat kontak langsung atau dari gen pembawa dari ibu. Oleh

karena itu, muncul model yang melibatkan adanya penambahan sub populasi, yaitu

populasi terinfeksi akut dan populasi individu pembawa. Individu pembawa yang

dimaksud ialah individu yang terkena penyakit karena adanya faktor turunan gen

dari orang tua. Model ini disebut sebagai model SACR (Suspectible, Acute

Infection, Carrier, Recovery). Penelitian dengan menggunakan model SACR

pernah dilakukan oleh Dontwi,et al (2010) tentang model matemaika terhadap

penyebaran Hepatitis C melalui pengguna narkoba. Model tersebut menganalisis

tentang tingkat epidemi pada setiap sub populasi.

Model yang akan diteliti dalam penelitian ini ialah model SEICR yang
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merupakan pengembangan dari model SACR. Dimana dalam model ini

ditambahkan sub populasi individu laten yaitu individu yang terkena virus namun

tidak berpotensi untuk menularkan ke individu lain. Kemudian dalam model

tersebut ditambahkan pula faktor kontrol vaksinasi dengan tujuan mengontrol

penyebaran Hepatitis B di suatu populasi dan menentukan tingkat vaksin untuk

menghentikan laju penyebaran.

Model SEICR dengan menambahkan faktor vaksin pernah dilakukan oleh

Ali Vahidian,et al (2014) dalam penelitiannya mengenai penyebaran virus

Hepatitis B. Penelitian tersebut menunjukkan hasil kombinasi yang baik dari faktor

kontrol optimum vaksinasi dan pengobatan sehingga dapat menjadi cara yang

paling efektif untuk pengendalian HBV dan juga dapat meminimumkan biaya

pengobatan. Penelitian lain juga pernah dilakukan oleh Simon Thornley, et al

(2008) dan Jianhua Pang, et al (2010), dimana penelitian tersebut bertujuan

membangun strategi untuk mengeliminasi HBV pada kondisi penyebaran

pravalensi tinggi serta menginterpretasikan simulasi model penyebaran Hepatitis B

agar dapat digunakan untuk memprediksi efektivisitas jangka panjang dari

program imunisasi dan membantu dalam memilih strategi vaksinasi HBV.

Pada penulisan ini digunakan model epidemi SEICR berdasarkan penelitian

yang telah dilakukan oleh Jianhua Pang, et,al tahun 2010 dengan menggunakan

data dari Cina. Model epidemi yang terbentuk tersebut digunakan untuk

mempelajari perilaku penularan penyakit yang menular secara horizontal dan

vertikan dengan memperhatikan pemberian vaksin. Perilaku dinamik yang

diselidiki dari model SEICR ialah adanya analisis kestabilan titik ekuilibrium, lalu

pada skripsi ini ditambahkan mengenai kemungkinan adanya bifurkasi pada nilai

parameter tertentu. Analisis bifurkasi merupakan analisis yang dilakukan untuk

mengetahui adanya perubahan kestabilan apabila terjadi perubahan atau
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penambahan parameter baru sehingga menyebabkan perubahan perilaku dinamik

dari model epidemik. Adanya analisa mengenai bifurkasi akan memberikan

pengetahuan baru mengenai keseimbangan model jika terjadi perubahan

parameter. Dengan demikian penulisan ini akan menyelidiki lebih lanjut mengenai

perilaku kestabilan dari model SEICR serta kemungkinan adanya perubahan

kestabilan akibat bifurkasi.

1.2. Rumusan Masalah

Berdasarkan masalah diatas, rumusan masalah yang akan diangkat dalam

penulisan ini antara lain:

1. Bagaimana model matematika SEICR dalam penyebaran Hepatitis B dengan

pengaruh vaksinasi?

2. Bagaimana analisis kestabilan pada titik ekuilibrium model SEICR dalam

penyebaran Hepatitis B dengan pengaruh vaksinasi?

3. Bagaimana analisis kestabilan apabila terjadi bifurkasi?

1.3. Tujuan Penelitian

Tujuan dari penulisan skripsi ini yaitu:

1. Untuk mengetahui model matematika SEICR penyebaran Hepatitis B dengan

pengaruh vaksinasi.

2. Untuk mengetahui titik kestabilan penyebaran Hepatitis B dengan model SEICR.

3. Untuk mengetahui adanya perubahan kestabilan akibat bifurkasi.
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1.4. Manfaat Penelitian

Penulisan skripsi ini diharapkan dapat memberikan manfaat ke berbagai

pihak,antara lain:

1. Bagi Penulis

Untuk menambah pengetahuan dan wawasan penulis khususnya dalam

pemodelan matematika khususnya pada model epidemi penyakit.

2. Bagi Pembaca

Penelitian ini diharapkan dapat menjadi salah satu sumber pustaka untuk

penelitian selanjutnya dan juga menjadi bahan untuk mengembangkan model.

1.5. Batasan Masalah

Berdasarkan permasalahan diatas, pembentukan model matematika ini

dibatasi oleh beberapa faktor diantaranya:

1. Total populasi diasumsikan tetap.

2. Penularan penyakit ditularkan secara kontak langsung.

3. Data yang digunakan dalam penelitian ini bersumber dari model penelitian yang

dilakukan oleh Jianhua Pang, et al pada tahun 2010 dengan menggunakan data

dari tahun 2003 hingga 2009 di Cina.

1.6. Sistematika Penulisan

Penulisan skripsi ini disusun dengan penulisan yang meliputi beberapa bab

sebagai berikut: BAB I PENDAHULUAN

Pada bab ini terdiri dari 5 subab yaitu latar belakang masalah, rumusan masalah,

tujuan penulisan,manfaat penulisan, dan batasan masalah yang mengkaji tentang
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masalah pemodelan epidemik penyakit hepatitis B yang akan dibahas.

BAB II DASAR TEORI

Pada bab ini dijelaskan mengenai teori-teori yang berhubungan dengan model

epidemik. Selain itu pada bab ini juga dijelaskan tentang teori-teori yang

digunakan untuk melakukan pelinieran model yang kemudian akan ditentukan

solusi numeriknya.

BAB III METODE PENELITIAN

Bab ini berisi tentang metode-metode yang digunakan dalam penelitian yang

mencakup penerapan model SEICR, penurunan rumus, pencarian titik ekuilibrium,

analisis titik ekuilibrium, dan simulasi model.

BAB IV HASIL DAN PEMBAHASAN

Bab ini berisi tentang penjelasan mengenai analisis dari penelitian serta hasil

simulasi dari model penelitian.

BAB V PENUTUP

Bab ini berisi tentang kesimpulan penelitian serta saran yang bisa digunakan untuk

perbaikan selanjutnya.
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BAB II

TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini akan dibahas mengenai teori-teori yang digunakan sebagai

bahan acuan penulisan skripsi ini. Materi yang akan diuraikan berisi

definisi-definisi dan teori kajian matematika, antara lain: persamaan diferensial,

sistem persamaan diferensial, model epidemi SEICR, nilai eigen dan vektor eigen,

titik ekuilibrium, linearisasi, kriteria Routh-Hurwitz, bilangan reproduksi, dan

bifurkasi.

2.1. Persamaan Diferensial

Persamaan diferensial adalah suatu bentuk persamaan yang memuat turunan

dari satu atau lebih variabel tak bebas terhadap satu atau lebih variabel bebas suatu

fungsi (Ross , 1984). Persamaan diferensial dapat dinotasikan sebagai:

y′ =
dy

dx
ataux′ =

dx

dt
. (2.1)

Persamaan diferensial dibedakan menjadi dua jenis yaitu: Persamaan Diferensial

Biasa (PDB) dan Persamaan Diferensial Parsial (PDP).

2.1.1. Persamaan Diferensial Biasa (PDB)

Persamaan Diferensial Biasa (PDB) merupakan persamaan diferensial yang

memiliki satu peubah tak bebas. PDB dikatakan linear apabila memiliki peubah

tak bebas dan turunannya bersifat linear (Riogilang , 1997). PDB juga memiliki

10
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orde atau tingkatan, dimana tingkatan dari suatu PDB bergantung pada pangkat

tertinggi turunan dalam persamaan diferensial. Persamaan Diferensial Biasa

(PDB) linear orde n dapat dituliskan:

a1(x)
dny

dxn
+ a2(x)

dn−1y

dxn−1
+ ...+ an(x) = b(x) (2.2)

Dimana: a1 6= 0

Contoh 2.1.1 Berikut contoh dari Persamaan Diferensial Biasa.

1. Misalkan diberikan suatu PDB berikut:
dy

dx
= 2x2 + 3x+ 1

Persamaan diferensial tersebut termasuk PDB linear orde satu yang memiliki

penyelesaian:

dy

dx
= 2x2 + 3x+ 1

dy = (2x2 + 3x+ 1)dx∫
dy =

∫
(2x2 + 3x+ 1)dx

y =
2

3
x3 +

3

2
x2 + x+ C

2. Misalkan x = Ceλt. Maka :

dx

dt
= Cλeλt (PDB Orde satu)

d2x

dt2
= Cλ2eλt (PDB Orde dua)

2.1.2. Persamaan Diferensial Parsial

Persamaan Diferensial Parsial (PDP) adalah suatu persamaan yang

mengandung satu atau lebih derivatif parsial dari suatu fungsi dengan dua atau
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lebih variabel bebas (Soehardjo , 2004). Orde atau tingkatan pada PDP merupakan

tingkat tertinggi pada persamaan diferensial tersebut. Bentuk paling sederhana dari

PDP ialah sebagai berikut:
∂u

∂x
= 0 (2.3)

Dimana u merupakan suatu fungsi tak diketahui dari x dan y. Persamaan (2.3)

umumnya dibaca turunan pertama fungsi u(x, y) terhadap x, sehingga diperoleh

solusi umum dari Persamaan (2.3) ialah:

u(x, y) = f(y)

Contoh 2.1.2 Berikut contoh dari Persamaan Diferensial Parsial.

1. Diberikan sebuah persamaan z = axy − b. Bentuk PDP persamaan tersebut

sebagai berikut:

z = axy − b
∂z

∂x
= ay (turunan z(x, y) terhadap x)

∂z

∂y
= ax (turunan z(x, y) terhadap y)

Sehingga,

b = axy − z = x
∂z

∂x
− z

b = axy − z = y
∂z

∂y
− z

⇒ x
∂z

∂x
− z = y

∂z

∂y
− z

x
∂z

∂x
− y∂z

∂y
= 0

Dengan demikian x
∂z

∂x
−y∂z

∂y
= 0 merupakan PDP orde satu dari fungsi z(x, y).

2. Diberikan fungsi z = x2y + xy2. Maka,
∂z

∂x
= 2xy + y2 (PDP Orde satu)
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∂2z

∂x2
= 2y (PDP orde dua) .

2.2. Nilai Eigen dan Vektor Eigen

Jika A merupakan matriks berukuran n× n, maka suatu vektor tak nol x di

dalam Rn disebut vektor egien dari A, jika berlaku (Nurfitriaa, Kiftiah, & Yudhi ,

2019) :

Ax = λx. (2.4)

Dimana λ disebut nilai eigen dan x merupakan vektor eigen yang bersesuaian

dengan λ. Mencari nilai eigen dari matriks A dapat dilakukan menggunakan

persamaan:

(A− λI)x = 0 (2.5)

dengan I adalah matriks identitas. Persamaan (2.5) akan memiliki penyelesaian

tak nol, jika dan hanya jika determinan dari Persamaan (2.5) sama dengan nol,

dituliskan sebagai berikut:

det(A− λI)x = 0. (2.6)

Persamaan karakteristik dari Persamaan (2.6) bisa ditulis sebagai berikut:

det(A− λI)x = λn + c1λ
n−1 + c2λ

n−2 + ...+ cn

= 0

(2.7)
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Contoh 2.2.1 Diberikan sebuah matriks

A =

−1 4

1 2


Dicari nilai eigen dari matriks A.

det(λI − A) = 0

det


λ 0

0 λ

−
−1 4

1 2


 = 0

det

λ+ 1 −4

−1 λ− 2

 = 0

(λ+ 1)(λ− 2)− 4 = 0

λ2 − λ− 6 = 0

(λ− 3)(λ+ 2) = 0

Sehingga diperoleh nilai eigen dari matriks A, λ1 = 3 dan λ2 = −2.

Dicari vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen dari matriks A.

Untuk λ1 = 3

(λI − A)x = 0
3 0

0 3

−
−1 4

1 2



x1
x2

 = 0

 4 −4

−1 1


x1
x2

 = 0

Diperoleh:
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4x1 − 4x2 = 0

atau dengan kata lain:

−x1 + x2 = 0

Persamaan 4x1 − 4x2 = 0 ekuivalen dengan x1 = x2

Misalkan x1 = t maka x2 = t. Sehingga:

x =

x1
x2

 =

t
t

 =

1

1

 t

Diambil t = 1 dengan demikian vektor

1

1

 merupakan vektor eigen yang

bersesuaian dengan nilai eigen λ1 = 3.

Untuk λ2 = −2

(λI − A)x = 0
−2 0

0 −2

−
−1 4

1 2



x1
x2

 = 0

−1 −4

−1 −4


x1
x2

 = 0

−x1 − 4x2 = 0

−x1 − 4x2 = 0

Persamaan −x1 − 4x2 = 0 ekuivalen dengan x1 = −4x2. Misalkan x2 = t maka
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x1 = −4t. Sehingga

x =

x1
x2

 =

−4t

t

 =

−4

1

 t

Diambil t = 1, sehingga matriks

−4

1

 merupakan vektor eigen yang bersesuaian

dengan λ2 = −2 dari matriks A.

2.3. Sistem Persamaan Diferensial

Sistem persamaan diferensial adalah persamaan yang mempunyi lebih dari

satu persamaan yang konsisten serta trivial dan merupakan gabungan dari n buah

persamaan dengan n buah fungsi tak diketahui. Dimana n merupakan bilangan

bulat positif ≥ 2.

Definisi 2.3.1 (Olsder , 2003)

Suatu persamaan diferensial berorde n dan dinyatakan sebagai sistem dari n

persamaan berorde satu disebut sebagai sistem persamaan diferensial.

Persamaan tersebut dapat ditulis sebagai berikut:



dx1
dt
dx2
dt
...

dxn
dt


=



f1(x1, x2, ..., xn)

f2(x1, x2, ..., xn)

...

f3(x1, x2, ..., xn)


(2.8)

Sistem persamaan diferensial juga dibedakan menjadi dua yaitu sistem

persamaan diferensial linear dan sistem persamaan diferensial non-linear.
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2.3.1. Sistem Persamaan Diferensial Linear

Sistem persamaan diferensial linear merupakan sistem yang terdiri dari n

buah persamaan diferensial linear dengan n buah fungsi yang tidak diketahui.

Sistem persamaan tersebut dinyatakan sebaga berikut:

ẋ1(t) = a11x1 + a12x2 + ...+ a1nxn + g1(t)

ẋ2(t) = a21x1 + a22x2 + ...+ a2nxn + g2(t)

...

ẋn(t) = an1x1 + an2x2 + ...+ annxn + gn(t)

(2.9)

Dengan, gnt merupakan fungsi t yang kontinu (Riogilang , 1997). Secara umum,

sistem Persamaan (2.9) dapat ditulis sebagai berikut:

ẋ(t) = Ax+G(t)

ẋ =



a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

...
...

...
...

an1 an2 ... ann





x1

x2

...

xn


+



g1(t)

g2(t)

...

gn(t)


(2.10)

Contoh 2.3.2 Berikut ini diberikan contoh sistem persamaan diferensial linier:

1. ẋ1 =
dx1
dt

= 4x1 + 2x2.

2. ẋ1 =
dx1
dt

= x1 + x2 + 4x3

Contoh (1) merupakan contoh sistem persamaan diferensial linier dengan

dua fungsi yang tidak diketahui. Sedangkan contoh (2) merupakan contoh sistem

persamaan diferensial linier dengan tiga fungsi yang tidak diketahui.
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2.3.2. Sistem Persamaan Differensial Non-Linier

Diberikan sistem persamaan diferensial ẋ = f(t, x), dengan:

x =



x1(t)

x2(t)

...

xn(t)


danf(t, x) =



f1(t, x1, x2, ..., xn)

f2(t, x1, x2, ..., xn)

...

fn(t, x1, x2, ..., xn)


(2.11)

Sistem Persamaan (2.11) adalah sistem persamaan diferensial non-linier dengan

fungsi non-linier dalam x1, x2, ..., xn (Finizio & Ladas, , 1971).

Contoh 2.3.3 Diberikan sebuah sistem persamaan non-linear:

ẋ1 = x1x2 + x1

ẋ2 = 2x21 − x2
(2.12)

Persamaan (2.12) merupakan sistem persamaan diferensial non-linear dengan

variabel bebas t dan variabel tak bebas x1 dan x2, dikatakan nonlinear karena

terdapat perkalian variabel tak bebas pada sistem, yaitu perkalian antara x1 dan x2

pada persamaan ẋ1 dan kuadrat dari x1 pada persamaan ẋ2.

2.4. Model Epidemi SEICR

Model epidemi SEICR merupakan model yang digunakan untuk membahas

masalah penyebaran Hepatitis B. Model SEICR ini membagi populasi kedalam

lima sub-populasi, yaitu: Susceptible, Exposed, Infected, Carrier, Recovery.

Dimana:

S(t) = jumlah populasi individu rentan (x)

E(t) = jumlah individu yang terinfeksi virus namun belum menularkan (e)



 

    digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id   

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

19

I(t) = jumlah individu yang terinfeksi akut (y)

C(t) = jumlah individu pembawa Hepatitis B kronis (c)

R(t) = jumlah individu yang mengalami pemulihan (sembuh) (v)

Model ini dibangun berdasarkan model yang dibuat oleh Medley (2001)

yang kemudian mengalami pembaruan model yang dilakukan oleh Jianhua Pang,

et al (2010). Hal yang menjadi perbedaan dengan model Medley ialah yang

pertama pada penambahan proporsi individu susceptiable, dimana pada model ini

ditambahkan populasi orang dewasa yang telah tervaksinasi. Sedangkan pada

Medley hanya mengasumsikan bayi yang tervaksinasi saat lahir ke dalam populasi

susceptible. Kedua adanya penambahan parameter untuk menggambarkan

memudarnya kekebalah (imunitas) setelah beberapa waktu. Ketiga model ini

memungkinkan terjadinya penularan secara vertikal (penularan yang terjadi dari

ibu ke bayi yang baru dilahirkan) dan penularan horizontal (penularan yang terjadi

karena adanya kontak langsung dengan orang yang terinfeksi). Gambar berikut

menjelaskan tentang hubungan antar sub-populasi yang terjadi pada penyebaran

Hepatitis B.

Gambar 2.1 Diagram Alur Penyebaran Hepatitis B
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Berdasarkan skema pada Gambar 2.1 hubungan antara lima kelas

penyebaran Hepatitis B, terbentuk karena adanya pertimbangan berikut:

a. Perpindahan populasi recovered menjadi susceptible

Individu yang tergolong populasi kelas susceptible akan terjadi karena tubuh

kehilangan imun saat virus memasuki tubuh. Populasi yang masuk dalam

individu susceptible ialah individu yang memiliki imun lemah dan populasi

yang pernah mengalami pemulihan setelah sebelumnya terserang Hepatitis B.

Persamaan dirumuskan sebagai berikut:

dx

dt
= µω(1− εc)− βx(y + αc)− (1− ω)px+ δv − µx

dengan δv merupakan tingkat perubahan populasi yang mengalami pemulihan

(recovery) menjadi populasi suspectible.

b. Perpindahan populasi suspectible menjadi populasi exposed

Populasi suspectible akan berubah menjadi individu exposed akan terjadi

melalui penularan secara horizontal. Penularan tersebut terjadi dikarenakan

kontak langsung dengan pembawa infeksi virus. Dimana dirumusukan dengan

β(y + αc)x, dengan β merupakan tingkat kontak dan α sebgai pembawa

infeksi. Persamaannya dirumuskan sebagai berikut:

de

dt
= βx(y + αc) + µωεc− σe− µe

c. Perpindahan populasi yang telah terinfeksi menjadi terinfeksi akut

Perpindahan populasi exposed menjadi populasi terinfeksi akut bergantung

pada besarnya σ yaitu tingkat individu yang tertular menjadi terinfeksi.
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Populasi yang telah tertular Hepatitis B dapat masuk ke dalam kelas populasi

terinfeksi akut dalam kurun waktu tertentu. Persamaannya dirumuskan sebagai

berikut:

dy

dt
= σe− r1y − µy

Dengan r1 merupakan tingkat individu yang meninggalkan kelas infeksi akut.

d. Perpindahan populasi terinfeksi akut menjadi populasi pembawa virus

Adanya populasi pembawa virus terjadi melalui penularan vertikal dari

populasi yang tergolong terinfeksi akut. Sehingga memunculkan populasi

pembawa virus (carriers). Kasus ini terjadi pada penularan dari ibu hamil yang

menularkan virus ke bayi nya. Perumusan penularan ini dilambangkan dengan

qr1y, dimana q merupakan tingkat individu terinfeksi akut menjadi individu

pembawa virus dan r1 merupakan tingkat individu yang meninggalkan kelas

infeksi akut. Persamaan dari perpindahan populasi ini dirumusukan sebagai

berikut:

dc

dt
= qr1y − r2c− µc

e. Perpindahan populasi pembawa virus ke populasi (recovery).

Pada populasi (recovery) yang termasuk dalam populasi ini diantaranya: bayi

yang berhasil tervaksinasi (µ(1 − ω)), populasi dari suspectible yang sukses

tervaksinasi ((1 − ω)px), individu terinfeksi akut yang mengalami pemulihan

((1 − q)r1y) dan individu pembawa virus yang berhasil pulih dari hepatitis B
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(r2c). Persamaannya dirumuskan sebagai berikut:

dv

dt
= (1− ω)px+ (1− q)r1y + r2c− δv − µv + µ(1− ω)

Secara singkat, model epidemik persamaan diferensial yang didapatkan sebagai

berikut:

S(t) =
dx

dt
= µω(1− εc)− βx(y + αc)− (1− ω)px+ δv − µx

E(t) =
de

dt
= βx(y + αc) + µωεc− σe− µe

I(t) =
dy

dt
= σe− r1y − µy

C(t) =
dc

dt
= qr1y − r2c− µc

R(t) =
dv

dt
= (1− ω)px+ (1− q)r1y + r2c− δv − µv + µ(1− ω)

(2.13)

2.5. Titik Ekuilibrium

Titik ekuilibrium merupakan sebuah titik tetap yang tidak berubah. Titik

ekuilibrium di definisikan sebagai berikut:

Definisi 2.5.1 (Perko , 2001)

Diberikan persamaan ẋ = f(x), titik x̄ ∈ Rn disebut titik ekuilibrium apabila

memenuhi turunan pertama sama dengan nol, dituliskan dengan f(x̄) = 0.

Kondisi stabil dari titik ekuilibrium (kesetimbangan) memiliki tiga kondisi

kestabilan, yaitu: stabil, stabil asimtotik, dan tidak stabil. Apabila diberikan

persamaan diferensial tingkat 1 yaitu ẋ(t) = f(x(t)) dengan x ∈ Rn, penyelesaian

keadaan awal x(0) = xo dinotasikan oleh x(t, xo) (Side, Sanusi, & Setiawan ,

2016).
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1. Suatu titik ekuilibrium x̄ dikatakan stabil untuk setiap ε > 0 ada δ > 0 dan tδ

sedemikian sehingga bila ‖xtδ− x̄‖ < δ maka ‖x(t, xtδ)− x̄‖ < ε untuk semua

t > tδ.

2. x̄ dikatakan stabil asimtotik bila ia stabil dan bila ada δ1 > 0 sehingga:

lim
t→∞
‖x(t, xtδ)− x̄‖ = 0 bila ‖xtδ − x̄‖ < δ1.

3. Suatu titik ekuilibrium dikatakan tak stabil bila ia tidak stabil.

Secara umum, stabil bearti penyelesaiannya sangat dekat ke titik setimbang.

Sedangkan stabil asimtotik berarti penyelesaiannya konvergen ke titik setimbang

(Susanto , 2012).

Gambar 2.2 Ilustrasi Kestabilan

Contoh 2.5.2 Diberikan sebuah persamaan:

ẋ1 = x1 − x22

ẋ2 = −x2 + x1x2

(2.14)

Misalkan, x̄ = (x̄1, x̄2) dimana x̄ ∈ Rn adalah titik ekuilibrium dari persamaan.

Diperoleh:

x̄1 − x̄22 = 0 (2.15)

− x2 + x1x2 = 0 (2.16)
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Persamaan (2.15) ekuivalen dengan x̄1 = x̄22, sehingga diperoleh:

−̄x2 + x̄1x̄2 = 0

−̄x2 + x̄22x̄2 = 0

−̄x2 + x̄32 = 0

−̄x2(1− x̄22) = 0

x̄2 = 0 atau x̄2 = ±1

Selanjutnya akan dilakukan subtitusi ke Persamaan (2.15).

a. Untuk x̄2 = 0, diperoleh x̄1 = 0.

b. Untuk x̄2 = 1, diperoleh x̄1 = 1 .

c. Untuk x̄2 = −1, diperoleh x̄1 = 1 .

Sehingga didapatkan tiga titik ekuilibrium, yaitu: (0, 0)T , (1, 1)T , dan(−1, 1)T .

2.6. Linearisasi

Linearisasi dilakukan untuk mengubah suatu sistem non-linear menjadi

sitem linear. Melalui linearisasi tersebut dapat juga digunakan untuk menganalisis

kestabilan. Pencarian hasil linearisasi dari sistem persamaan diferensial non-linear

dapat menggunakan matriks Jacobian.

Misalkan diberikan sistem persamaan diferensial non-linear berikut :

ẋ = f(x) (2.17)
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Maka, linearisasi dari sistem Persamaan (2.17) sebagai berikut:

ẋ = J(f(x)) (2.18)

Dengan J merupakan matriks Jacobian yang dapat dituliskan sebagai:

ẋ = J(f(x))ẋ =


∂f1
x1

. . .
∂f1
xn

... . . . ...
∂fm
x1

· · · ∂fm
xn





x1

x2

...

xn


Berdasarkan matriks Jacobian J(f(x)) tersebut dapat dilakukan analisis kestabilan

disekitar titik ekuilibrium dengan nilai eigen (λ) (Olsder , 2003).

1. Apabila semua bagian real nilai eigen matriks J(f(x)) bernilai negatif, maka

titik ekuilibrium dari sistem non-linear stabil asimtotik lokal.

2. Apabila terdapat paling sedikit satu nilai eigen matriks J(f(x)) yang bagian

realnya positif, maka titik ekuilibrium dari sistem non-linear tidak stabil.

Contoh 2.6.1 Berdasarkan sistem persamaan diferensial non-linear pada Contoh

2.3.3 linearisasi sistem yaitu:

Misalkan f1 = ẋ1 dan f2 = ẋ2, maka diperoleh:

f1 = ẋ1 = x1x2 + x1

f2 = ẋ2 = 2x21 − x2
(2.19)

Hasil linearisasi dari Persamaan (2.19) diperoleh dengan mencari matriks Jacobian

(J(f(x)) dari persamaan tersebut. Akibatnya,
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J(f(x)) =


∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2


=

1 + x2 x1

4x1 −1


(2.20)

Dengan demikian, hasil dari matriks J(f(x)) pada Persamaan (2.20) merupakan

hasil linearisasi Persamaan (2.19).

2.7. Kriteria Routh-Hurwitz

Kriteria Routh Hurwitz merupakan salah satu teknik yang digunakan untuk

menganalisis kestabilan. Analisis kestabilan dapat diperoleh dengan menentukan

nilai eigen dari persamaan karakteristik f(λ) = λn + c1λ
n−1 + c2λ

n−2 + ... + cn.

Namun seringkali akar-akar dari persamaan karakteristik tersebut sulit ditentukan.

Sehingga Kriteria Routh-Hurwitz dapat digunakan sebagai salah satu cara untuk

menentukan nilai eigen tersebut (Nurfitriaa, Kiftiah, & Yudhi , 2019).

Diberikan suatu sistem persamaan karakteristik dalam bentuk polinomial

berikut :

c0λ
n + c1λ

n−1 + c2λ
n−2 + ...+ cn−1λ+ cn = 0 (2.21)

Sistem Persamaan (2.21) akan memiliki kestabilan apabila keseluruhan dari

determinan Hurwitz adalah positif. Dimana dari Persamaan (2.21) dapat dibentuk
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determinan Hurwitz (det(H)) sebagai berikut:

det(H) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c1 c0 0 · · · 0

c3 c2 c1 · · · 0

c5 c4 c3 · · · 0

...
...

...
...

...

c2n−1 c2n−2 c2n−3 · · · cn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(2.22)

Nilai-nilai untuk koefisien dengan indeks lebih besar dari n atau dengan indeks

negatif diganti dengan nol. Kondisi stabilitas akan terpenuhi jika:

4k > 0, untuk k = 1, 2, 3, ..., n

Dimana:

41 = |c1|

42 =

∣∣∣∣∣∣∣
c1 c0

c3 c2

∣∣∣∣∣∣∣
43 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
c1 c0 0

c3 c2 c1

c5 c4 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Untuk k = n, maka4n = det(H)

Contoh 2.7.1 Berikut ini diberikan persamaan karakteristik polinomial:
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k0λ
3 + k1λ

2 + k2λ+ k3 = 0. Matriks Hurwitz dari polinomial tersebut adalah


k1 k0 0

k3 k2 k1

0 0 k3


Dari matriks H akan diperoleh:

41 = |k1| = k1

42 =

∣∣∣∣∣∣∣
k1 k0

k3 k2

∣∣∣∣∣∣∣ = k1k2 − k0k3

43 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
k1 k0 0

k3 k2 k1

k5 k4 k3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= k3(k1k2 − k0k3)

Agar semua akar polinomial tersebut mempunyai bagian real negatif makan harus

memenuhi:

41 > 0⇔ k1 > 0

42 > 0⇔ k1k2 − k0k3 > 0

43 > 0⇔ k3(k1k2 − k0k3) > 0⇔ k3 > 0

k1
k0

> 0⇔ k0 > 0

k2
k0

> 0⇔ k2 > 0

k3
k0

> 0⇔ k3 > 0

Sehingga semua akar polinomial k0λ3 + k1λ
2 + k2λ + k3 = 0 akan mempunyai

bagian real negatif apabila:

1. k0 > 0, k1 > 0, k2 > 0, dan k3 > 0
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2. k1k2 − k0k3 > 0

Selain menggunakan determinan Hurwitz alternatif penyelesaian dalam

menganalisis kestabilan ialah menggunakan matriks Routh. Kriteria dari kestabilan

dilihat berdasarkan banyaknya perubahan tanda pada kolom pertama. Matriks

Routh dari Persamaan (2.21) sebagai berikut:



λn

λn−1

λn−2

λn−3

...

λ2

λ1

λ0



=



c0 c2 c4 c6 . . .

c1 c3 c5 c7 . . .

a1 a2 a3 a4 . . .

b1 b2 b3 b4 . . .

...
...

d1 d2

e1

f1



(2.23)

Dengan koefisien-koefisien:

a1 =
c1c2 − c0c3

c1
b1 =

a1c3 − c1a2
a1

a2 =
c1c4 − c0c5

c1
b2 =

a1c5 − c1a3
a1

a3 =
c1c6 − c0c7

c1
b3 =

a1c7 − c1a4
a1

dan seterusnya. Hal yang menjadi syarat kestabilan matriks Routh ialah berdasarkan

syarat perlu dan cukup sebagai berikut (Ningsih & Winarko , 2016)

1. Semua koefisien persamaan karakteristik positif.

2. Semua suku pada kolom pertama matriks Routh bertanda positif.
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2.8. Bilangan Reproduksi Dasar

Bilangan reproduksi dasar (Basic Reproduction Number) yang

dilambangkan dengan Ro didefinisikan sebagai bilangan yang menyatakan

rata-rata individu baru yang dapat terinfeksi karena adanya individu yang

terinfeksi masuk ke dalam populasi susceptible (individu rentan) (Giesecke ,

2017). Beberapa kondisi yang dapat timbul ialah (Pang, Cui, & Zhou , 2010)

1. Apabila Ro < 1 maka sistem akan membentuk kestabilan pada kesetimbangan

bebas penyakit, dengan kata lain penyakit akan menghilang.

2. Apabila Ro > 1 maka kesetimbangan bebas penyakit tidak stabil, dengan kata

lain penyakit akan terus bertambah menjadi endemi.

3. Apabila Ro = 1 maka penyakit menetap, artinya penyakit akan menetap pada

kurun waktu tertentu.

Berdasarkan kondisi (2), misalkan terdapat n kelas terinfeksi dan m kelas tidak

terinfeksi. Kemudian dimisalkan juga x ialah sub populasi kelas terinfeksi dan y

sub populasi kelas tidak terinfeksi (rentan atau sembuh) dan x ∈ Rn, y ∈ Rn ,

untuk m,n ∈ N , sehingga:

ẋ = ϕi(x, y)− ψi(x, y) dengan i = 1, 2, ..., n (2.24)

Dengan ϕi adalah laju infeksi sekunder yang menambah kelas terinfeksi dan ψi

adalah laju perkembangan, kematian dan atau kesembuhan penyakit yang

mengakibatkan berkurangnya populasi dari kelas terinfeksi.

Perhitungan dari bilangan reproduksi dasar berdasarkan linierisasi dari

sistem persamaan diferensial yan didekati pada titik ekuilibrium bebas penyakit.
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Persamaan (2.24) yang telah di linierisasi dapat dituliskan sebagai berikut

(Driessche & Watmough , 2002)

ẋ = (F − V )x

Dengan F =
∂ϕi
∂uj

dan V =
∂ψi
∂uj

. Kemudian untuk mencari nilai Ro dapat

menggunakan next generation matriks, dimana dilambangkan oleh K.

K = FV −1 (2.25)

Nilai dari infeksi sekunder pada populasi rentan adalah nilai eigen dominan dari

matriks K (Driessche dan Watmogh, 2002) sehingga

Ro = ρ(K) = ρ(FV −1) (2.26)

dengan ρ(K) adalah nilai eigen dominan.

Contoh 2.8.1 Diberikan model persamaan yang ditulis oleh Feng dan Hernandez

pada tahun 1997. Dimana persamaan ini memiliki empat persamaan sebagai

berikut:

dI(t)

dt
= βsS(t)V (t)− (b+ γ)I(t)

dV (t)

dt
= βmM(t)I(t)− cV (t)

dS(t)

dt
= b− bS(t) + γI(t)− βsS(t)V (t)

dM(t)

dt
= c− cM(t)− βmM(t)I(t)

Sistem persamaan tersebut mempunyai titik ekuilibrium bebas penyakit

E0 = (1, 1, 0, 0). Matriks next generation dapat diperoleh dari I(t) dan V (t)
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sehingga:

I(t) = ϕ((S,M), I)− ψ((S,M), I)

V (t) = ϕ((S,M), V )− ψ((S,M), V )

dengan,

ϕ =

 βsS(t)V (t)

βmM(t)I(t)


ψ =

(b+ γ)I(t)

cV (t)


Selanjutnya dengan membentuk matriks Jacobian dari ϕ dan ψ dan

mensubtitusikan titik ekuilibrium, maka matriks F dan V diperoleh sebagai

berikut :

F =

 0 βs

βm 0

 , V =

b+ γ 0

0 c


Dengan demikian diperoleh:

K = FV −1

=

 0 βs

βm 0


 1

b+ γ
0

0
1

c



=

 0
βs
c

βm
b+ γ

0
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Lebih lanjut, diperoleh:

det(K − λI) = 0∣∣∣∣∣∣∣
−λ βs

c
βm

b+ γ
−λ

∣∣∣∣∣∣∣ = 0

λ2 − βsβm

c(b+ γ)
= 0

λ2 =
βsβm

c(b+ γ)

λ1,2 = ±

√
βsβm

c(b+ γ)

Akibatnya nilai eigen dominan yang diperoleh ialah:

|λ1||λ2| = |

√
βsβm

c(b+ γ)
||

√
βsβm

c(b+ γ)
|

=
βsβm

c(b+ γ)

Jadi, Ro =
βsβm

c(b+ γ)

2.9. Bifurkasi

Model penyebaran penyakit akan mencapai titik ekuilibrium yang stabil

apabila memenuhi syarat yang sesuai dengan Kriteria-Hurwitz dari matriks

Jacobiannya. Namun, suatu sistem dinamika model epidemi dapat berubah karena

adanya perubahan sistem. Hal tersebut dinamakan bifurkasi (Setiawan , 2009).

Bifurkasi merupakan suatu kondisi dimana terjadinya perubahan jumlah atau

kestabilan titik ekuilibrium pada sistem. Titik yang mengalami perubahan

dinamakan titik bifurkasi. Bifurkasi mengacu pada perubahan keadaan dinamik
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suatu sistem berparameter. Sebagai contoh sistem dengan parameter µ berikut:

ẏ = f(y, µ), y ∈ Rn, µ ∈ R (2.27)

Ada beberapa contoh bifurkasi, bifurkasi yang berdimensi satu antara lain: bifurkasi

saddle-node, bifurkasi transcritical, dan bifurkasi pitchfork (Martin, Vickerman, &

Hickman , 2011). Kemudian ada pula bifurkasi dua dimensi salah satu contohnya

ialah bifurkasi Hopf (Blass , 1978).

2.9.1. Bifurkasi Saddle-Node

Bifurkasi saddle-node atau yang juga dikenal dengan nama bifurkasi fold

merupakan bifurkasi yang terjadi jika salah satu dari nilai parameter (µ) tidak

mempunyai titik ekuilibrium sedangkan untuk nilai parameter lain memiliki dua

titik ekuilibrium dimana satu titik stabil dan yang lain tidak stabil. Bentuk normal

dari bifurkasi ini sebagai berikut:

ẏ = f(y, µ) = µ− y2, y ∈ R, µ ∈ R (2.28)

2.9.2. Bifurkasi Transcritical

Bifurkasi ini terjadi apabila pada saat perubahan µ pada sistem, terjadi

pertukaran kestabilan, yaitu dari titik ekuilibrium stabil menjadi tidak stabil.

Bentuk bifurkasi ini adalah

ẏ = f(y, µ) = µy − y2, y ∈ R, µ ∈ R (2.29)
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2.9.3. Bifurkasi Pitchfork

Bifurkasi Pitchfork mempunyai bentuk normal sebagai berikut:

ẏ = f(y, µ) = µy − y3, y ∈ R, µ ∈ R (2.30)

Bifurkasi ini dibagi menjadi dua jenis, yaitu bifurkasi Pitchfork superkritikal dan

subkritikal. Bifurkasi Pitchfork superkritikal terjadi jika satu titik ekuilibrium stabl

menjadi dua titik ekuilibrium stabil dan satu titik ekuilibrium tidak stabil.

Sedangkan Bifurkasi Pitchfork subkritikal terjadi apabila satu titik ekuilibrium

stabil dan dua titik ekuilibrium tak-stabil berubah menjadi satu titik ekuilibrium

tak stabil.

2.9.4. Bifurkasi Hopf

Bifurkasi Hopf akan terjadi apabila terdapat nilai eigen yang imajiner.

Sehingga bifurkasi Hopf membahas matriks Jacobian yang berkaitan dengan

linearisasi dari Persamaan (2.27) yang mempunyai sepasang nilai eigen imaginer

murni dan nilai eigen yang lain tidak sama dengan nol. Kemudian dipelajari

struktur orbit disekitar titik ekuilibrium x̄ yang berubah sebagai akibat perubahan

atau penambahan nilai parameter (µ), dengan nilai n ≥ 2 atau dengan kata lain

bifurkasi Hopf akan terjadi pada sistem yang berdimensi 2 atau lebih.

Gambar 2.3 Sistem Bifurkasi Hopf
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Gambar 2.3 mempresentasikan diagram bifurkasi untuk sistem dua dimensi.

Dimana titik ekuilibrium sistem berbentuk spiral stabil untuk µ < 0, spiral tidak

stabil untuk µ > 0, dan titik ekuilibrium akan stabil dan spiral pada µ = 0.
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BAB III

METODE PENELITIAN

Pada bab ini akan dijelaskan mengenaai meode penelitian yang akan

digunakan sehingga penelitian dapat terarah dengan baik. Metode penelitian pada

penulisan ini memuat uraian tentang jenis penelitian, data dan sumber data, dan

teknik analisis data. Penjelasan dalam metode penelitian juga dilengkapi dengan

diagram alur yang berfungsi untuk menjelaskan uraian.

3.1. Jenis Penelitian

Jenis penelitian yang digunakan dalam penulisan ini ialah pendekatan

secara kuantitatif. Pendekatan kuantitatif digunakan karena dalam penelitian ini

analisis yang digunakan yaitu dengan pendekatan kajian-kajian teori yang

diarahkan untuk mendapat informasi yang dapat digunakan untuk memecahkan

masalah yang terlebih dahulu dibuatkan model matematika. Dimana model

matematika ini dibangun karena adanya hubungan-hubungan yang terjadi dalam

permasalah penyebaran penyakit. Selanjutnya interpretasi dari penelitian ini

berbentuk simulassi. Dimana simulasi dilakukan setelah mendapatkan analisis dari

kajian teori.

3.2. Jenis dan Sumber Data

Jenis data yang digunakan dalam penelitian ini ialah data sekunder. Data

yang digunakan dalam penelitian ini ialah data dari penelitian Jianhua Pang, dkk

(2010). Data tersebut meliputi:

37
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Tabel 3.1 Nilai Parameter yang Digunakan

Parameter Definisi Nilai

µ Laju kematian (dan kelahiran)
1

70

ω Proporsi dari kegagalan imunisasi 0, 1

σ Tingkat individu exposed yang menjadi

terinfeksi akut

6

δ Hilangnya tingkat kekebalan
1

22

r1 Tingkat individu yang meninggalkan

kelas infeksi akut

4

r2 Tingkat perubahan individu pembawa

yang mengalami pemulihan

0, 025

β Koefisien penularan 0, 85

α Pembawa infeksi akut dari garis

keturunan

0.5

ε Proporsi penularan vertikal 0, 8

p Proporsi individu suspectible yang

tervaksinasi

0.1

q Proporsi dari individu yang terinfeksi

akut menjadi individu pembawa

0, 1

3.3. Teknik Analisis Data

Penulisan dari analisis data yang dilakukan melalui beberapa tahapan,

dimana tahapan tersebut dilakukan agar analisis data dapat diarahkan secarabaik.

Tahapan-tahapan dari analisis data diperlihatkan seperti pada diagram alir beerikut:
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Gambar 3.1 Diagram Proses Penelitian

Berdasarkan Gambar 3.1 penjelasan dari tahapan pada diagram dijelaskan sebagai

berikut:

1. Pengambilan Data

Data untuk model yang digunakan diambil dari data penelitian yang telah

digunakan Jianhua Pang, et.al. Data tersebut merupakan hasil laporan dari

Ministry of Health of China pada tahun 2010.

2. Pembentukan Model Berdasarkan Diagram Model

Model persamaan matematika didapat berdasarkan diagram model pada

Gambar 2.1 dimana gambar tersebut bersumber dari penelitian Jianhua Pang,

dkk (2010). Berdasarkan dari gambar tersebut maka didapatkan Persamaan

2.9.

3. Pembuatan Asumsi Parameter

Model persamaan diferensial penyebaran Hepatitis B ini, memperhatikan

beberapa asumsi yang dibuat yaitu: semua parameter yang digunakan dalam

persamaan ini ialah bilangan real positif. Kemudian penelitian ini

mengasumsikan bahwa semua bayi yang baru lahir telah tervaksinasi 24 jam

setelah kelahiran, sehingga µ(1− ω) termasuk kedalam kelas recovery.
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4. Linearisasi

Linearisasi dilakukan untuk mengubah sistem persamaan diferensial non-linear

menjadi sistem persamaan diferensial linear. Dalam melakukan linearisasi

metode yang biasa dilakukan ialah dengan menggunakan matriks Jacobian.

5. Perhitungan titik ekuilibrium, kestabilan, dan bilangan reproduksi

Persamaan yang telah linear selanjutnya dilakukan pencarian titik ekuilibrium

yang merupakan titik setimbang keadaan suatu penyakit. Titik setimbang dapat

diperoleh dari turunan pertaman sistem persamaan diferensial. Selanjutnya

analisis kestabilan dari titik setimbang dilakukan dengan menggunakan

analisis dari matriks Jacobian yang memiliki nilai eigen (λ), sesuai dengan

ketentuan-ketentuan yang berlaku. Nilai eigen dapat diperoleh dari persamaan

karakteristik yang kemudian dilakukan perhitungan dengan menggunakan

krieria Routh-Hurwitz. Selanjutnya perhitungan nilai bilangan reproduksi dasar

dilakukan untuk mengetahui endemi dari penyakit. Perhitungan bilangan

reproduksi dasar dapat menggunakan persamaan dari matriks next generation.

6. Analisis Bifurkasi

Analisis bifurkasi dilakukan dengan melakukan analisis banyaknya

penyelesaian dari populasi terinfeksi dan dari R0 yang akan mempengaruhi

bifurkasi.

7. Simulasi Model

Simulasi model dilakukan untuk mengetahui grafik numerik atau pola

penyebaran di masing-masing sub populasi dari model tersebut. Dimana pada

penelitian ini simulasi model dilakukan dengan memasukkan data-data

parameter berdasarkan penelitian dari Jianhua Pang, et al (2010).
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BAB IV

HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bab ini, akan dibahas tentang penentuan titik ekuilibrium bebas

penyakit, titik ekuilibrium endemik, lalu akan dicari analisis dari masing-masing

titik ekuilibrium. Setelah itu mencari bilangan reproduksi dasar untuk mengetahui

keseimbangan penyakit tersebut yang kemudian dilakukan analisis bifurkasi.

Selanjutnya akan dilakukan simulasi model untuk mengetahui interpretasi dari

model.

4.1. Penentuan Titik Ekuilibrium

Titik ekuilibrium atau disebut juga sebagai titik kesetimbangan ialah titik

dimana penyakit mengalami keseimbangan menjadi bebas penyakit atau menjadi

endemik di suatu wilayah. Oleh karena itu, berdasarkan dari model pada

Persamaan (2.9) yang telah terbentuk, akan didapatkan dua titik ekuilibrium yaitu:

titik bebas penyakit dan titik ekuilibrium endemik. Perhitungan titik ekuilibrium

dilakukan dengan cara membuat ruas kiri sama dengan nol. Kemudian ukuran

populasi ditetapkan sebagai N = x + e + y + c + v = 1. Sehingga didapatkan

Persamaan (4.1) akan digunakan untuk mencari titik ekuilibrium, bilangan

reproduksi dasar serta analisis kestabilan.

41



 

    digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id   

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

42

ẋ = µω(1− εc)− βx(y + αc)− (1− ω)px+ δ[1− (x+ e+ y + c)]− µx

ė = βx(y + αc) + µωεc− σe− µe

ẏ = σe− r1y − µy

ċ = qr1y − r2c− µc

(4.1)

Berdasarkan Persamaan (4.1) akan dicari titik ekuilibrium. Titik

ekuilibrium yang pertama ialah titik ekuilibrium bebas penyakit (T1). Titik

ekuilibrium bebas penyakit ialah keadaan dimana tidak terjadi penyebaran

penyakit, sehingga populasi e = 0, y = 0, dan c = 0.

Titik ekuilibrium bebas penyakit didapatkan dengan cara menyatakan ruas

kiri pada Persamaan (4.1) dengan 0. Kemudian nilai x0 diperoleh dengan

perhitungan sebagai berikut:

ẋ = 0

µω(1− εc)− βx(y + αc)− (1− ω)px+ δ[1− (x+ e+ y + c)]− µx = 0

µω(1− εc) + δ − δe− δy − δc = βx(y + αc) + (1− ω)px+ µx

µω(1− εc) + δ(1− e− y − c) = x(β(y + αc) + (1− ω)p+ δ + µ)

x0 =
µω + δ

(1− ω)p+ δ + µ
(4.2)

Sehingga diperoleh titik ekuilibrium bebas penyakit

T1 = (x0, 0, 0, 0) = (
µω + δ

(1− ω)p+ δ + µ
, 0, 0, 0).

Selanjutnya titik ekuilibrium endemik (T2) diperoleh dengan menyatakan

ruas kiri Persamaan (4.1) dengan 0. Titik ini digunakan untuk menunjukkan

adanya penyebaran penyakit dalam populasi sehingga e 6= 0, y 6= 0, c 6= 0.
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Pertama akan dicari e∗ sebagai berikut:

ẏ = 0

σe− r1y − µy = 0

σe− y(r1 + µ) = 0

σe = y(r1 + µ)

e∗ = y∗
(r1 + µ)

σ
(4.3)

Kemudian, akan dicari nilai c∗

ċ = 0

qr1y − r2c− µc = 0

qr1y − c(r2 + µ) = 0

c∗ = y∗
qr1

r2 + µ
(4.4)

Selanjutnya,

ė = 0

βx(y + αc) + µωεc− σe− µe = 0

βx(y + αc) = e(σ + µ)− µωεc

x∗ =
e(σ + µ)− µωεc

β(y + αc)

x∗ =

y(r1 + µ)

σ
(σ + µ)− µωε qr1y

r2 + µ

β(y +
αqr1y

r2 + µ
)
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x∗ =

y(r1 + µ)(σ + µ)(r2 + µ)− µωε(qr1y) + σ

σ(r2 + µ)

βy(
(r2 + µ) + αqr1

r2 + µ
)

x∗ =
(r1 + µ)(σ + µ)(r2 + µ)− µωεqr1σ

βσ(r2 + µ+ αqr1)
(4.5)

Terakhir, akan dicari y∗ dengan membuat ruas kiri ẋ = 0. Kemudian

mensubstitusikan persamaan-persamaan yang didapat.

ẋ = 0

µω(1− εc)− βx(y + αc)− (1− ω)px+ δ[1− (x+ e+ y + c)]− µx = 0

−δy − βxy = (1− ω)px+ δx+ δe− δ + δc+ µx+ βxαc

− µω(1− εc)

y(−δ − βx) = ((1− ω)p+ δ + µ)x∗ − µω(1− εc) + δe

− δ + δc+ βxαc

y(−δ − βx) = ((1− ω)p+ δ + µ)x∗ − µω(1− εqr1y

r2 + µ
)

+
δy∗(r1 + µ)

σ
− δ +

δqr1y

r2 + µ
+
βx∗αqr1y

r2 + µ

y(−δ − βx) = ((1− ω)p+ δ + µ)x∗ − µω +
µωεqr1y

r2 + µ

+
δy(r1 + µ)

σ
− δ +

δqr1y

r2 + µ
+
βx∗αqr1y

r2 + µ

((1− ω)p+ δ + µ)x− (µω + δ) = y(−δ − βx)− µωεqr1y

r2 + µ
− δy(r1 + µ)

σ

− δqr1y

r2 + µ
− βx∗αqr1y

r2 + µ
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y[(−δ − βx)− µωεqr1
r2 + µ

− δ(r1 + µ)

σ
− δqr1
r2 + µ

− βx∗αqr1
r2 + µ

] = ((1− ω)p+ δ + µ)x

− (µω + δ)

y[−βx∗(1 +
αqr2
r2 + µ

)− δ(r1 + µ

σ
+ 1 +

qr1
r2 + µ

)− µωεqr1
r2 + µ

] = ((1− ω)p+ δ + µ)x

− (µω + δ)

y∗ =
((1− ω)p+ δ + µ)x− (µω + δ)

−βx∗(1 +
αqr2
r2 + µ

)− δ(r1 + µ

σ
+ 1 +

qr1
r2 + µ

)− µωεqr1
r2 + µ

(4.6)

4.2. Bilangan Reproduksi Dasar

Perhitungan bilangan reproduksi dasar (R0) dilakukan dengan

menggunakan metode next generation matrix dari sistem persamaan model yang

telah terbentuk. Pada sistem ini yang termasuk kelas terinfeksi ialah individu pada

kelas Exposed, teinfeksi akut, dan carrier. Sehingga didapatkan:

ϕ =


βx(y + αc)

0

0

 dan ψ =


−µωεc+ σe+ µe

−σe+ r1y + µy

−qr1y + r2c+ µc


Kemudian dicari matriks Jacobian dari ϕ dan ψ untuk mendapatkan nilai F dan V

sebagai berikut:

F =


∂ϕ(1,1)

∂e

∂ϕ(1,1)

∂y

∂ϕ(1,1)

∂c
∂ϕ(2,1)

∂e

∂ϕ(2,2)

∂y

∂ϕ(2,3)

∂c
∂ϕ(3,1)

∂e

∂ϕ(3,2)

∂y

∂ϕ(3,3)

∂c

 =


0 βx βxα

0 0 0

0 0 0
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V =


∂ψ(1,1)

∂e

∂ψ(1,1)

∂y

∂ψ(1,1)

∂c
∂ψ(2,1)

∂e

∂ψ(2,2)

∂y

∂ψ(2,3)

∂c
∂ψ(3,1)

∂e

∂ψ(3,2)

∂y

∂ψ(3,3)

∂c

 =


σ + µ 0 −µωε

−σ r1 + µ 0

0 −qr1 r2 + µ


Selanjutnya dicari V −1, sehingga diperoleh:

V −1 =
1

det V
adjV

=
1

det V


(r1 + µ)(r2 + µ) qr1µεω µωε(r1 + µ)

σ(r2 + µ) (σ + µ)(r2 + µ) σµωε

σqr1 qr1(σ + µ) (σ + µ)(r1 + µ)


Dengan det(V ) = (σ + µ)(r1 + µ)(r2 + µ) − σqr1µωε, didapatkan next

generation matrix sebagai berikut:

K = FV −1

=
1

det V


0 βx βxα

0 0 0

0 0 0




(r1 + µ)(r2 + µ) qr1µεω µωε(r1 + µ)

σ(r2 + µ) (σ + µ)(r2 + µ) σµωε

σqr1 qr1(σ + µ) (σ + µ)(r1 + µ)



=


a b c

0 0 0

0 0 0


Dimana =

a =
βxσ(r2 + µ+ βxασqr1)

(σ + µ)(r1 + µ)(r2 + µ)− σqr1µωε

b =
βx(σ + µ)(r2 + µ) + βxασqr1(σ + µ)

(σ + µ)(r1 + µ)(r2 + µ)− σqr1µωε

c =
βxα(σ + µ)(r1 + µ) + βxσµωε

(σ + µ)(r1 + µ)(r2 + µ)− σqr1µωε
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Menurut Van den Driesche dan Watmough (2002), bilangan reproduksi

dasar didapatkan dari nilai eigen dominan next generation matrix. Sehingga R0

didapat:

|K − λI| = 0∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣


a b c

0 0 0

0 0 0

−

λ 0 0

0 λ 0

0 0 λ


∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0

λ2(a− λ) = 0

λ1,2 = 0

λ3 = a

(4.7)

Sehingga dari Persamaan (4.7) didapatkan nilai eigen dominan yaitu:

R0 =
βxσ(r2 + µ+ βxασqr1)

(σ + µ)(r1 + µ)(r2 + µ)− σqr1µωε
(4.8)

4.3. Analisis Titik Ekuilibrium

Pada bagian ini akan dilakukan analisa kestabilan titik ekuilibrium.

Analisis kestabilan dapat dilakukan dengan menggunakan matriks Jacobian. Oleh

karena itu, matriks Jacobian untuk Persamaan (4.1) sebagai berikut:
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J =



∂f1
∂x

∂f1
∂e

∂f1
∂y

∂f1
∂c

∂f2
∂x

∂f2
∂e

∂f2
∂y

∂f2
∂c

∂f3
∂x

∂f3
∂e

∂f3
∂y

∂f3
∂c

∂f4
∂x

∂f4
∂e

∂f4
∂y

∂f4
∂c



=



−β(y + αc)− (1− ω)p− δ − µ −δ −βx− δ −µωε− βxα− δ

β(y + αc) −σ − µ βx βxα + µωε

0 σ −r1 − µ 0

0 0 qr1 −r2 − µ


(4.9)

Dikarenakan terdapat dua titik ekuilibrium maka akan dilakukan analisis untuk

masing-masing kestabilan.

4.3.1. Titik Ekuilibrium Bebas Penyakit

Analisis titik ekuilibrium bebas penyakit akan dilakukan dengan

mensubstitusikan T1 = (x0, 0, 0, 0) ke Persamaan (4.9) sehingga akan didapatkan:

J0 =



−(1− ω)p− δ − µ −δ −βx0 − δ −µωε− βx0α− δ

0 −σ − µ βx0 βx0α + µωε

0 σ −r1 − µ 0

0 0 qr1 −r2 − µ


(4.10)

Selanjutnya akan dicari persamaan karakteristik dari matriks J0 dengan

menggunakan:

|λI − J0| = 0
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Sehingga,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ+ (1− ω)p+ δ + µ δ (βx0 + δ) µωε+ βx0α + δ

0 λ+ (σ + µ) −βx0 −βx0α− µωε

0 −σ λ+ (r1 + µ) 0

0 0 −qr1 λ+ r2 + µ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Sehingga diperoleh persamaan karakteristik yaitu : ((1 − ω)p + δ + µ + λ)(λ3 +

l1λ
2 + l2λ+ l3 = 0

Dapat dituliskan juga sebagabai berikut :

λ4 + (l0 + l1)λ
3 + (l0l1 + l2)λ

2 + (l0l2 + l3)λ+ l0l3 = 0 (4.11)

Dengan:

l0 = (1− ω)p+ δ + µ

l1 = σ + r1 + r2 + 3µ

l2 = (σ + µ)(r1 + µ) + (σ + µ)(r2 + µ) + (r1 + µ)(r2 + µ)− βx0σ

l3 = (σ + µ)(r1 + µ)(r2 + µ)− (βσ(r2 + µ)x0 + qr1σ(βαx0 + µωε))

Penentuan kestabilan dari titik ekuilibrium bebas penyakit dapat ditentukan dengan

metode matriks Routh. Matriks Routh yang terbentuk sebagai berikut:



λ4

λ3

λ2

λ1

λ0


=



1 l0l1 + l2 l0l3

l0 + l1 l0l2 + l3 0

a1 a2

b1

d1


(4.12)
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Dimana:

a1 =
(l0 + l1)(l0l1 + l2)− (l0l2 + l3)

l0l1

=
l1(l

2
0 + l0l1 + l2)− l3

l0l1

a2 =
(l0 + l1)(l0l3)

l0 + l1

= l0l3

b1 =
l1(l

2
0 + l0l1 + l2)(l0l2 + l3)− (l0 + l1)

2l0l2
l1(l20 + l0l1 + l2)

d1 = l0l3

Berdasarkan syarat dari matriks Routh dimana akan stabil apabila semua nilai pada

kolom pertama dari matriks bernilai positif. Dengan demikian, titik ekuilibrium

bebas penyakit akan bersifat stabil bebas penyakit apabila l0 + l1 > 0, l0l3 > 0 dan

jika memenuhi R0 < 1.

4.3.2. Titik Ekuilibrium Endemik

Analisis kestabilan titik ekuilibrium endemik dilakukan dengan cara

mensubstitusikan T2 = (x∗, e∗, y∗, c∗) ke matriks J0, sehingga diperoleh:



−β(y∗ + αc∗)− ((1− ω)p+ δ)− µ −δ −(βx∗ + δ) −(µωε+ βαx∗ + δ)

−β(y∗ + αc∗) −σ − µ −βx∗ βαx∗ + µωε

0 σ −r1 − µ 0

0 0 qr1 −r2 − µ


(4.13)
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Misalkan :

a1 = −β(y∗ + αc∗)− ((1− ω)p+ δ)− µ

b1 = −δ

c1 = −(βx∗ + δ)

d1 = −(µωε+ βαx∗ + δ)

a2 = −β(y∗ + αc∗)

b2 = σ − µ

c2 = −βx∗

d2 = βαx∗ + µωε

b3 = σ

c3 = −r1 − µ

c4 = qr1

d4 = −r2 − µ

Maka, 

a1 b1 c1 d1

a2 b2 c2 d2

0 b3 c3 0

0 0 c4 d4


Kemudian akan dicari P ∗(λ) = |λI − J∗|.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣



λ 0 0 0

0 λ 0 0

0 0 λ 0

0 0 0 λ


−



a1 b1 c1 d1

a2 b2 c2 d2

0 b3 c3 0

0 0 c4 d4



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣



λ− a1 −b1 −c1 −d1

−a2 λ− b2 −c2 −d2

0 −b3 λ− c3 0

0 0 −c4 λ− d4



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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Sehingga diperoleh persamaan karakteristik yaitu:

P ∗(λ) = λ4 − b2λ3 − c3λ3 − a1λ3 − d4λ3 + a1b2λ
2 − a1c2λ2

+ a1d4λ
2 + b2c3λ

2 − b3c2λ2 + b2d4λ
2 + c2d4λ2 + a1b2c3d4

− a1b3c2d4 + a1b3c3d2 − a2b1c3d4 − a2b3c4d1 − a1b2c3λ− a1b3c2λ

+ a2b1c3λ− a2b3c1λ− a1b2d4λ+ a2b1d4λ− a1c3d4λ− b2c3d4λ

+ b3c2d4λ− b3c4d2λ

= λ4 − (b2 + c3 + a1)λ
3 + (−a2b1 + a1b2 + a1c3 + a1d4 + b2c3 − b3c2

+ b2d4 + c3d4)λ
2 + (−a1b2c3 + a1b3c2 + a2b1c3 − a2b3c1

+ a1b2d4 + a2b1d4 − a1c3d4 − b2c3d4 + b3c2d4 − b3c4d4)λ

+ a1b2c3d4 − a1b3c2d4 − a1b3c4d2 − a2b1c3d4 + a2b3c1d4 − a2b3c4d1

Misalkan :

l1 = b2 + c3 + a1

l2 = −a2b1 + a1b2 + a1c3 + a1d4 + b2c3 − b3c2 + b2d4 + c3d4

l3 = (−a1b2c3 + a1b3c2 + a2b1c3 − a2b3c1 + a1b2d4 + a2b1d4 − a1c3d4 − b2c3d4

+ b3c2d4 − b3c4d4)

l4 = a1b2c3d4 − a1b3c2d4 − a1b3c4d2 − a2b1c3d4 + a2b3c1d4 − a2b3c4d1

Maka, persamaan karakteristiknya:

λ4 + l1λ
3 + l2λ

2 + l3λ+ l4 (4.14)

Titik ekuilibrium endemik akan stabil jika dan hanya jika R0 > 1 dan juga

apabila nilai eigen dari akar-akar bagian real dari persamaan karakteristik bernilai
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negatif. Matriks Routh digunakan untuk mengetahui kestabilan tersebut yaitu:



λ4

λ3

λ2

λ1

λ0


=



1 l2 l4

l1 l3 0

m1 m2

n1

e1


Dengan:

m1 =
l1l2 − l0l3

l1

=
l1l2 − l3

l1

m2 = l4

n1 =
l3(l1l2 − l3)− l21l4

l1l2 − l3

p1 = l4

Dengan demikian titik ekuilibrium endemik akan stabil apabila R0 > 1 dan

memenuhi tiga kondisi berikut:

1. l1, l2, l3, l4 > 0

2. l1l2 − l3 > 0

3. l3(l1l2 − l3)− l21l4 > 0

4.4. Analisis Bifurkasi

Analisis bifurkasi dilakukan dengan menganalisis fungsi y, dimana dalam

hal ini fungsi y atau f(y) dapat dicari menggunakan titik kesetimbangan endemik.
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ẋ = 0

µω(1− εc)− βx(y + αc)− (1− ω)px+ δ[1− (x+ e+ y + c)]− µx = 0

µω(1− ε( qr1y

r2 + µ
))− βx(y + α(

qr1y

r2 + µ
))− (1− ω)px+ δ − δx− δ(y(r1 + µ)

σ
)

− δy − δ( qr1y

r2 + µ
)− µx = 0

µω − µωεqr1y

r2 + µ
− βxy − βxαqr1y

r2 + µ
− δyr1 − δyµ

σ
− δqr1y

r2 + µ

− (1− ω)px+ δ − δx− δy − µx = 0

µω − βxy − (1− ω)px+ δ − δx− δy − µx− µωεqr1y − βxαqr1y − δqr1y
r2 + µ

− δyr1 − δyµ
σ

= 0

f(y) = y[−βx−δ−µωεqr1 + βxαqr1 + δqr1
r2 + µ

−δr1 + δµ

σ
]+µω−(1−ω)px+δ−δx

(4.15)

Dengan x =
(r1 + µ)(σ + µ)(r2 + µ)− µωεqr1σ

βσ(r2 + µ+ αqr1)

Kemudian dimisalkan:

A = −βx− δ − µωεqr1 + βxαqr1 + δqr1
r2 + µ

− δr1 + δµ

σ

B = µω − (1− ω)px+ δ − δx

Sehingga, Persamaan (4.15) dapat dituliskan:

f(y) = Ay +B (4.16)

Berdasarkan f(y) yang terbentuk merupakan sistem linier, maka sistem

tersebut tidak akan mengalami bifurkasi terhadap gangguan yang kecil.

Dikarenakan untuk setiap solusi dari persamaan akan selalu menuju titik

keseimbangan. Dengan demikian, model SEICR yang dibangun oleh Jianhua

Pang, et,al berdasarkan data dari Cina tahun 2010 adalah model yang stabil.
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Sehingga apabila terjadi perubahan parameter tidak menyebabkan sistem

mengalami chaos.

4.5. Simulasi Model

Simulasi model dilakukan dengan menggunakan aplikasi serta menerapkan

metode Runge-Kutta orde empat. Metode ini banyak digunakan untuk

menyelesaikan persamaan diferensial dan memiliki suatu galat pemotongan (h).

4.5.1. Simulasi Awal

Simulasi dilakukan dengan menggunakan parameter awal (Pang, Cui, &

Zhou , 2010) pada Tabel (4.1) dan (4.2) (Kamyad, Akbari, Heydari, & Heydari ,

2014).

Tabel 4.1 Nilai Awal Parameter

No Parameter Nilai

1 β 0.85

2 σ 6

3 r1 4

4 r2 0.025

5 µ
1

70

6 ε 0.8

7 p 0.1

8 α 0.5

9 ω 0.1

10 q 0.1

11 δ
1

22
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Tabel 4.2 Nilai Awal Populasi

Populasi Nilai Awal

Suspectible (ẋ) 0.493

Exposed (ė) 0.035

Infection Acute (ẏ) 0.035

Carrier Infection (ċ) 0.007

Berdasarkan nilai dari tabel didapatkan R0 sebesar 1.585903 . Kemudian

dengan bantuan aplikasi didapatkan pula empat nilai eigen yaitu:

λ1 = −0.1497,λ2 = −6.6105, λ3 = −3.4326 dan λ4 = −0.0248. Dengan

demikian dapat disimpulkan bahwa dengan nilai awal parameter sesuai Tabel (4.1)

dan Tabel (4.2) keberadaan virus Hepatitis B bersifat endemik stabil, dikarenakan

R0 > 1 dan semua nilai eigen bernilai negatif. Grafik berikut ini menunjukkan

penyebaran penyakit.

Gambar 4.1 Grafik Penyebaran masing-masing Populasi

Berdasarkan Gambar 4.1 (a) memperlihatkan dinamika populasi

Suspectible dari waktu ke waktu. Simulasi ini menggunakan nilai p = 0.1, diawal
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grafik menunjukkan adanya penurunan jumlah individu. Menurunnya jumlah

individu suspectible diawal menunjukkan masih terdapat penyebaran penyakit.

Namun, setelah mengalami penurunan drastis diawal waktu, grafik mengalami

kenaikan secara perlahan, dikarenakan pengaruh vaksinasi yang kurang efektif

sehingga grafik belum mengalami keseimbangan.

Gambar 4.1 (b), (c), (d) yang merupakan grafik dinamika populasi yang

terinfeksi. Pada grafik populasi Exposed dan Acute Infection yang ditunjukkan

oleh Gambar (b) dan (c), jumlah individu mengalami penurunan hingga mendekati

nol. Hal itu berarti pada kedua kelas tidak terjadi penyebaran virus Hepatitis B.

Namun, pada Gambar 4.1 (d) yang menunjukkan penyebaran pada kelas Carrier

hasil dari grafik tidak menunjukkan nilai yang mendekati nol. Maka, menunjukkan

dengan nilai p 10% masih terdapat penyebaran virus Hepatitis B pada kelas

Carrier.

4.5.2. Perubahan Nilai Parameter p

Parameter p merupakan parameter yang menandakan adanya individu

tervaksin pada populasi suspectible. Bertambah besarnya nilai p yang digunakan

akan menyebabkan penyebaran virus Hepatitis B berhenti seiring waktu dan

menyebabkan pula kestabilan bebas penyakit. Hal ini dapat ditunjukkan oleh tabel

berikut:
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Tabel 4.3 Perubahan Parameter p

Nilai p R0 Nilai eigen (λ) Keterangann

0.1 1.585903 λ =



−0.1497

−6.6105

−3.4326

−0.0248


Endemik stabil

0.2 0.990545 λ =



−0.2397

−6.4163

−3.6211

−0.0304


Bebas penyakit stabil

0.3 0.720183 λ =



−0.3297

−6.3187

−3.7162

−0.0329


Bebas penyakit stabil

0.4 0.565763 λ =



−0.4197

−6.2596

−3.7740

−0.0343


Bebas penyakit stabil

0.5 0.465872 λ =



−0.5097

−6.2199

−3.8128

−0.0351


Bebas penyakit stabil
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0.6 0.395961 λ =



−0.5997

−6.1913

−3.8408

−0.0358


Bebas penyakit stabil

0.7 0.344294 λ =



−0.6897

−6.1697

−3.8620

−0.0362


Bebas penyakit stabil

0.8 0.304555 λ =



−0.7797

−6.1528

−3.8785

−0.0366


Bebas penyakit stabil

0.9 0.273040 λ =



−0.8697

−6.1392

−3.8918

−0.0368


Bebas penyakit stabil

1 0.247435 λ =



−0.9597

−6.1281

−3.9027

−0.0371


Bebas penyakit stabil

Berdasarkan Tabel (4.3) kondisi model akan bersifat stabil bebas penyakit

saat nilai parameter p berada dalam rentang 0.2 hingga 1. Berikut ditampilkan grafik

simulasi model dengan parameter sesuai Tabel (4.4).
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Tabel 4.4 Nilai Parameter Bebas Penyakit

No Parameter Nilai

1 β 0.85

2 σ 6

3 r1 4

4 r2 0.025

5 µ
1

70

6 ε 0.8

7 p 0.5

8 α 0.5

9 ω 0.1

10 q 0.1

11 δ
1

22

Hasil simulasi berdasarkan nilai parameter pada Tabel (4.4) didapatkan

nilai R0 sebesar 0.465872, lalu nilai eigen sesuai dengan Tabel (4.3). Hal ini

menunjukkan dengan perubahan parameter p kestabilan sistem berubah menjadi

stabil bebas penyakit ditandai dengan nilai R0 < 1 dan semua nilai eigen bertanda

negatif.
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Gambar 4.2 Grafik Pengaruh Nilai p terhadap Populasi Suspectibe

Gambar 4.2 menunjukkan grafik laju penyebaran populasi suspectible.

Ketika p yang bernilai 0% dari individu suspectible yang tervaksinasi, grafik

mengalami peningkatan seiring berjalannya waktu ditunjukkan oleh grafik

berwarna biru. Kemudian garis merah, kuning, dan ungu mempresentasikan

penyebaran suspectible dengan masing-masing nilai p yaitu 10%, 50%, dan 75%.

Hasil menunjukkan bahwa saat nilai p semakin tinggi maka tingkat populasi

suspectible akan berkurang hingga kurun waktu tertentu dan mengalami kestabilan

di sekitar nilai t = 15. Hal ini mengartikan bahwa semakin banyak individu

suspectible yang tervaksin, maka jumlah individu pada kelas rentan penyakit akan

semakin berkurang, sehingga kecil kemungkinan untuk individu tersebut berubah

menjadi terinfeksi.
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Gambar 4.3 Grafik Pengaruh Nilai p terhadap Populasi Exposed dan Acute Infection

Selanjutnya untuk Gambar 4.3 menunjukkan grafik penyebaran dari

populasi exposed dan acute infection terhadap waktu (t). Pada kedua kelas

populasi tersebut, kedua grafik mengalami penurunan nilai ketika nilai p sama

dengan 0% yang ditunjukkan oleh garis berwarna biru. Namun, hingga t = 100

grafik tidak mendekati ke titik 0 yang menandakan masih terdapat virus Hepatitis

B dalam kedua kelas populasi tersebut. Kemudian saat nilai p semakin meningkat,

grafik menunjukkan laju penyebaran hingga mencapai nilai 0, ini mengartikan

bahwa semakin tinggi nilai p maka menyebabkan kondisi bebas virus pada kedua

kelas populasi tersebut.

Gambar 4.4 Grafik Pengaruh Nilai p terhadap Populasi Carrier
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Grafik yang ditunjukkan oleh Gambar 4.4 merupakan grafik laju

penyebaran kelas terinfeksi pembawa (carrier) terhadap waktu. Hampir sama

dengan grafik penyebaran pada kelas exposed dan acute infection yaitu grafik akan

mengalami penurunan seiring bertambahnya nilai p. Hal yang membedakan ialah

saat p bernilai 10 %, lalu t = 100 menunjukkan bahwa masih terdapat populasi

terinfeksi di dalam kelas tersebut. Kemudian saat p bernilai lebih dari sama dengan

20%, populasi terinfeksi pada kelas ini mulai mendekati angka 0. Hal ini

menunjukkan bahwa dengan adanya vaksinasi lebih dari 10% dari total populasi

akan berdampak menghilangnya virus Hepatitis B pada individu di kelas carrier.

Gambar 4.5 Grafik Pengaruh Nilai p terhadap Populasi Recovery

Kemudian meninjau Gambar 4.5 terlihat bahwa grafik yang terbentuk

berbanding terbalik dengan semua kelas. Hal ini menunjukkan bahwa semakin

tinggi nilai p maka individu yang dinyatakan sembuh atau terbebas dari penyakit

akan semakin banyak pula. Dengan demikian, pemberian vaksin pada setiap

individu baik individu yang baru lahir maupun individu dewasa sangat penting

untuk mencegah terjadinya wabah Hepatitis B.
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BAB V

PENUTUP

Pada bab ini akan diberikan simpulan dan saran-saran yang dapat diambil

berdasarkan materi-materi yang telah dibahas pada bab-bab sebelumnya.

5.1. Simpulan

Simpulan yang dapat diambil penulis setelah menyelesaikan pembuatan

skripsi ini adalah :

1. Model SEICR penyebaran Hepatitis B dengan adanya vaksinasi yang

kemudian mengasumsikan bahwa total populasi yaitu x+ e+ y + c+ v = 1,

diperoleh model sebagai berikut:

ẋ = µω(1− εc)− βx(y + αc)− (1− ω)px+ δ[1− (x+ e+ y + c)]− µx

ė = βx(y + αc) + µωεc− σe− µe

ẏ = σe− r1y − µy

ċ = qr1y − r2c− µc

2. Diperoleh titik kesetimbangan serta bilangan reproduksi dasar dari

kestabilan sebagai berikut:

64



 

    digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id   

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

65

a. Titik kesetimbangan bebas penyakit:

T1 = (x0, 0, 0, 0) = (
µω + δ

(1− ω)p+ δ + µ
, 0, 0, 0)

b. Titik kesetimbangan endemik yaitu:

T2 = (x∗, e∗, y∗, c∗)

dengan,

x∗ =
(r1 + µ)(σ + µ)(r2 + µ)− µωεqr1σ

βσ(r2 + µ+ αqr1)

e∗ = y∗
(r1 + µ)

σ

y∗ =
((1− ω)p+ δ + µ)x− (µω + δ)

−βx∗(1 +
αqr2
r2 + µ

)− δ(r1 + µ

σ
+ 1 +

qr1
r2 + µ

)− µωεqr1
r2 + µ

c∗ = y∗
qr1

r2 + µ

(5.1)

c. Kestabilan dari titik ekuilibrium yang didapatkan bergantung dari nilaiR0

yaitu :

R0 =
βxσ(r2 + µ+ βxασqr1)

(σ + µ)(r1 + µ)(r2 + µ)− σqr1µωε

Titik kesetimbangan bebas penyakit bersifat stabil untuk R0 < 1 dan titik

kesetimbangan endemik bersifat stabil untuk R0 > 1

3. Pada analisis bifurkasi didapatkan fungsi y sebagai berikut:

f(y) = Ay +B
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Dengan,

A = −βx− δ − µωεqr1 + βxαqr1 + δqr1
r2 + µ

− δr1 + δµ

σ

B = µω − (1− ω)px+ δ − δx

x =
(r1 + µ)(σ + µ)(r2 + µ)− µωεqr1σ

βσ(r2 + µ+ αqr1)

Berdasarkan sistem persamaan f(y) tersebut terlihat bahwa memiliki bentuk

linier. Hal ini menunjukkan bahwa dalam model SEICR tidak terdapat

bifurkasi untuk titik kesetimbangannya. Kemudian berdasarkan simulasi

model penyebaran Hepatitis B mengalami kestabilan bebas penyakit saat

populasi dewasa yang tervaksin lebih dari sama dengan 20% dari total

populasi.

5.2. Saran

Setelah membahas dan mengimplementasikan aplikasi pemodelan

penyebaran penyakit Hepatitis B dengan menggunakan model SEICR, maka untuk

selanjutnya disarankan untuk menambahkan faktor kontrol, misalnya berupa terapi

dalam model.
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