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ABSTRAK

GRUP ABELIAN YANG DIBANGUN OLEH ENGEL SET BERHINGGA

Grup Abelian didefinisikan sebagai suatu grup G dengan operasi biner
yang memenuhi sifat komutatif z * y = y * = untuk setiap x,y € G. Komutator
dari z,y € G didefinisikan dengan [z,y] = zyxz 'y '. Berdasarkan definisi
komutator =~ memotivasi  munculnya  definisi  center  grup, yaitu
Zi(GQ) ={9 € G||g,z] € Z7'(G),Vx € G} untuk suatu 7 bilangan bulat positif.
Suatu grup G dikatakan nilpoten jika Z;(G') = G. Himpunan tak kosong S subset
dari G dikatakan Engel Set jika untuk setiap =,y € S terdapat bilangan bulat non
negatif n = n(x,y) sedemikian sehingga komutator [x,,y] = 1. Terdapat suatu
sifat yang menyatakan jika G = (S) nilpoten maka S berhingga. Namun suatu
grup yang dibangun oleh Engel Set berhingga tidak selalu nilpoten, yaitu jika suatu
grup yang dibangun oleh Engel Set dengan tiga elemen atau lebih maka menjadi
grup non-nilpoten. Pada penelitian ini akan dikaji sifat-sifat suatu grup yang
dibangun oleh Engel Set berhingga menjadi grup nilpoten. Diperoleh sifat bahwa
suatu grup Abelian yang dibangun oleh Engel Set size 2 merupakan grup nilpoten.

Kata kunci: Grup Abelian, Engel Set, dan Grup Nilpoten.
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ABSTRACT

ABELIAN GROUPS GENERATED BY A FINITE ENGEL SET

Abelian group defined as group GG with a binary operation * that satisfies
commutative of x x y = y x x for all x,y € G. A commutator of x,y € G defined
[#,y] = xyz~ly~!. By definition of commutator motivates the emergence of
definition of center group, thatis Z;(G) = {g € G | [9,z] € Z"1(G),Vx € G} for
some positive integer 7. In particular, G is said to be nilpotent if Z;,(G) = G. A
non-empty subset S of G is called an Engel Set if for z,y € S there is a
non-negative integer n = n(x,y) such that the commutator [x,, y| = 1. It is known
that if G = (S) is nilpotent then S is finite. However, a group generated by a finite
Engel set is not necessarily nilpotent, there exist a non-nilpotent group generated
by an Engel Set with three or more elements. This research will find a conditions
for a group generated by a finite Engel Set to be nilpotent. It is shown that any

Abelian groups generated by an Engel Set of size two is nilpotent.

Keywords: Abelian Group, Engel Set, Nilpotent Group.
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang Masalah

Suatu cabang matematika yang terdiri dari suatu himpunan objek dengan
satu atau lebih operasi biner disebut dengan aljabar abstrak. Operasi biner * adalah
pemetaan pasangan berurutan (z,y) anggota dari suatu himpunan tak kosong F
dengan tepat satu anggota x x y € ['. Dari definisi tersebut operasi biner dapat
dibagi menjadi dua bagian yaitu operasi biner terdefinisikan dengan baik (well
defined) jika untuk setiap x,y anggota dari F' tepat memiliki satu nilai sebagai
hasil dari x * y, dan tertutup terhadap operasi biner * jika untuk setiap nilai x * y
masih merupakan anggota dari F' (Setiawan, [2011).

Dalam aljabar abstrak dibahas beberapa teori, salah satunya adalah teori
grup. Diberikan G himpunan tidak kosong yang dikenakan operasi biner %, GG
disebut dengan grup jika pada himpunan tersebut memenuhi beberapa aksioma,
yaitu bersifat tertutup, asosiatif, memiliki elemen identitas, dan memiliki elemen
invers (Muhsin, 2014). Himpunan dari setiap bilangan bulat Z yang dikenakan
operasi penjumlahan (Z, +), dan himpunan setiap bilangan Real tanpa 0 R-{0}
yang dikenakan operasi perkalian (R — {0}, X) merupakan grup. Lebih lanjut jika
grup tersebut berlaku sifat komutatif x x y = y * x untuk setiap =,y € G maka
disebut dengan grup Abelian.

Pada suatu grup G, berdasarkan sifat komutatif maka dapat dibentuk suatu

struktur yang dinamakan dengan komutator, yaitu operasi dua elemen dengan



masing-masing elemen inversnya. Suatu grup Abelian dengan operasi
penjumlahan memiliki komutator sama dengan 0, sedangkan grup Abelian dengan
operasi perkalian memiliki komutator sama dengan 1. Dengan demikian dapat
disimpulkan bahwa komutator dari grup Abelian adalah elemen identitas pada
grup tersebut (Abdollahi, [2010).

Suatu komutator dapat digunakan untuk menentukan center dari suatu grup
yang dinotasikan dengan Z(G). Center grup adalah suatu himpunan yang
anggotanya merupakan elemen-elemen grup GG yang bersifat komutatif. Lebih
lanjut, untuk m > 0 center grup dapat didefinisikan dengan
Z™(G) ={g € G|l|g,z] € Z"'(@),Vz € G}. Untuk suatu bilagan bulat positif
m, jika Z™(G) = G maka grup G disebut dengan grup nilpoten. Salah satu contoh
dari grup nilpoten adalah grup berhingga (Patma dkk., |n.d).

Berdasarkan sifat dari komutator suatu grup juga dapat ditentukan bilangan
bulat non-negatif n pada suatu komutator sedemikian sehingga membentuk definisi
dari Engel set. Misalkan himpunan tak kosong H subset dari G. Himpunan H
dikatakan Engel Set jika untuk setiap x,y € H terdapat bilangan bulat non-negatif
n = n(z,y) sedemikian sehingga berlaku komutator [z,,y] = 1. Berdasarkan
definisi tersebut, elemen y € H dikatakan sebagai left engel element, sedangkan
jika berlaku komutator [y,, 2] = 1 maka elemen y dikatakan sebagai right engel
element. Lebih lanjut untuk suatu bilangan bulat positif m, elemen y disebut
dengan m-left engel element jika berlaku komutator [z,,, y] = 1, begitu pula ketika
komutator [y,,, 2] = 1 maka y disebut m- right engel element (Abdollahi, 2010).

Penelitian yang dilakukan oleh A. Abdollahi dengan judul Groups
Generated by a Finite Engel Set menunjukkan bahwa suatu grup dapat dibangun
oleh suatu Engel Set. Hasil penelitian tersebut menyatakan jika suatu grup yang

dibangun oleh Engel Set S menjadi grup nilpoten maka S berhingga. Namun pada



penelitian yang dilakukan oleh Sedghi yang berjudul Relation between Engel
Groups and Nilpotent Groups menuliskan bahwa suatu grup yang dibangun oleh
Engel Set berhingga tidak selalu menjadi grup nilpoten. Sebagai contoh ketika
suatu grup dibangun oleh Engel Set dengan tiga elemen atau lebih maka menjadi
grup non-nilpoten (Abdollahi et al., 2011). Dari permasalahan tersebut maka
peneliti tertarik untuk mengetahui syarat suatu grup Abelian yang dibangun oleh
Engel Set berhingga menjadi grup nilpoten. Dengan demikian, pada penelitian ini

akan dikaji sifat-sifat dari grup Abelian yang dibangun oleh Engel Set berhingga.

1.2. Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang masalah di atas maka rumusan masalah yang

akan diselidiki pada penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Bagaimana sifat-sifat dari Engel Set?
2. Bagaimana sifat-sifat suatu grup Abelian yang dibangun oleh Engel Set

berhingga menjadi grup nilpoten?

1.3. Tujuan Penelitian

Adapun tujuan dari penelitian ini adalah

1. Mempelajari tentang sifat-sifat dari Engel Set.
2. Menyelidiki sifat-sifat grup Abelian yang dibangun oleh Engel Set berhingga

menjadi grup nilpoten.

1.4. Manfaat Penelitian

Secara teoritis, diharapkan penelitian ini dapat:



1. Memberikan pengetahuan tentang Engel Set dan sifat-sifat Engel Set.

2. Memberikan sifat-sifat grup Abelian yang dibangun secara berhingga oleh

Engel Set menjadi grup nilpoten.

3. Memberikan referensi tambahan dan pengembangan untuk penelitian

selanjutnya.

1.5. Sistematika Penulisan

Bagian ini berisi tentang paparan garis-garis besar isi tiap bab.
BAB I: PENDAHULUAN

Bab ini menjelaskan latar belakang masalah, rumusan masalah, tujuan
penelitian, manfaat penelitian, dan sistematika penulisan.
BAB II: DASAR TEORI

Bab ini menjelaskan tentang beberapa teori yang digunakan dalam
mendukung penyelesaian penelitian diantaranya teori tentang grup, grup
berhingga, komutator, center grup, dan grup nilpoten.
BAB III: HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bab ini akan dijelaskan pembuktian teorema-teorema tentang Engel
Set dan grup Abelian yang dibangun oleh Engel Set berhingga menjadi grup
nilpoten.
BAB IV: KESIMPULAN DAN SARAN

Bab ini berisi kesimpulan hasil penelitian dan disertai saran-saran untuk

penelitian selanjutnya.



BAB II

TINJAUAN PUSTAKA

Topik yang akan dibahas dalam proposal ini adalah syarat suatu grup
Abelian yang dibangun secara berhingga oleh Engel Set menjadi grup nilpoten.
Oleh karena itu perlu adanya pembahasan terlebih dahulu tentang grup, grup

berhingga, Engel Set, dan grup nilpoten.

2.1. Grup

Berikut ini diberikan beberapa definisi tentang grup, grup Abelian, subgrup

dan subgrup normal.

2.1.1. Grup

Definisi 2.1.1 (Fraleigh, 2003) Misalkan F adalah suatu himpunan tidak kosong.
Suatu operasi biner * yang dikenakan pada F merupakan pemetaan dari F' X F' ke

dalam F yaitu

x: FxF—F

(x,y) — xxy;Vo,y € F

Contoh 2.1.2 Diberikan himpunan semua bilangan bulat Z. Operasi — pada Z

merupakan operasi biner.

— L XL =7

(xay)'_)x_yvvmayez



Dari definisi tersebut operasi biner dapat dibagi menjadi dua bagian yaitu

operasi biner (well defined) yaitu jika untuk setiap elemen z,y anggota dari F

memiliki tepat satu nilai x * y, dan jika untuk setiap nilai = * y masih merupakan

anggota dari /' maka F’ disebut tertutup terhadap operasi biner * (Setiawan), 2011J).

Definisi 2.1.3 (Fraleigh| [2003) Grup adalah suatu himpunan tidak kosong G yang

tertutup terhadap operasi biner *, dinotasikan (G,*) dan memenuhi beberapa

aksioma berikut:

(i).

(ii).

(iii).

Asosiatif, yaitu setiap elemen x,y, z € G memenuhi (x *y) *x z = x * (y * 2)

Mempunyai elemen identitas, yaitu terdapat ¢ € G sebagai elemen identitas

untuk setiap © € G sedemikian sehingga berlaku v xe = e *xx = x

Mempunyai elemen invers, yaitu untuk setiap * € G terdapat v=' € G

sebagai elemen invers sedemikian sehingga berlaku v x x=* = 7' x z = e.

Contoh 2.1.4 Berikut adalah beberapa contoh dari grup.

1.

Himpunan setiap bilangan bulat (Z, +), himpunan setiap bilangan rasional
terhadap operasi penjumlahan (Q,+), himpunan setiap bilangan riil
terhadap operasi penjumlahan (R,+), dan himpunan setiap bilangan

kompleks terhadap operasi penjumlahan (C, +).

. Himpunan bilangan riil R—{0} dengan operasi perkalian bilangan merupakan

grup.

. Himpunan setiap bilangan bulat Z yang dikenakan operasi biner perkalian

bilangan bukan merupakan grup, karena untuk setiap z € Z tidak terdapat

r7! € Zyangmemenuhiz ™! -z =z 27! = 1.



Definisi 2.1.5 (Fraleigh, |2003) Misalkan himpunan berhingga G dan terhadap
suatu operasi biner tertentu (G,x) merupakan grup. Tabel Cayley dari (G, *)
adalah tabel dengan baris dan kolomnya sesuai dengan elemen-elemen di G dan

entri baris dari elemen a dan kolom dari elemen b adalah hasil dari operasi a * b.

Contoh 2.1.6 Himpunan Zg terhadap operasi penjumlahan modulo merupakan

grup.
Ze=1{0,1,2,3,4,5}
Selanjutnya digunakan Tabel Cayley untuk mengetahui hasil operasi dari

masing-masing elemen pada Zs yang ditunjukkan seperti tabel berikut:

Tabel 2.1 Tabel Cayley Z¢ terhadap operasi penjumlahan modulo

+¢ 01 2 3 4 5
0 N 283 S
Il P 384 SN0
2 23 45 1
SeSendanbes () AT
RNEREY (AT 3
5 5 1 2 3 4

(1). Zg tertutup terhadap operasi penjumlahan modulo 6. Berdasarkan Tabel
hasil dari operasi penjumlahan modulo 6 adalah elemen-elemen pada Zg

sehingga Zg bersifat tertutup terhadap operasi penjumlahan modulo 6.

(i1). Berdasarkan hasil pada Tabel untuk setiap a,b,c € Zg berlaku sifat

asosiatif, yaitu (a +¢b) +¢ ¢ = a +¢ (b+¢ ¢)

(iii). Berdasarkan Tabel terdapat ¢ = 0 € Zg sebagai elemen identitas untuk

setiap a € Zg sedemikian sehingga berlaku a = ¢ +¢a = a +¢ €.



(iv). Untuk setiap elemen a € Zg terdapat a=! € Zg sebagai elemen invers
sehingga berlaku ¢ = a~! +4 a = a +¢ a~!. Berdasarkan Tabel dapat

diketahui bahwa:

(0L =0
@®'=5
@)t =1
@)L =3
@) =3
G)l=T

Teorema 2.1.7 (Fraleigh, 2003) Misalkan (G, ) adalah grup. Diperoleh

i). Terdapat tepat satu elemen di G yang merupakan elemen identitas.

ii). Setiap elemen a € G memiliki tepat satu elemen a=' € G yang merupakan

elemen invers dari a.

Bukti.

i). Misalkan GG dengan operasi * adalah grup, maka terdapat e € G sebagai
elemen identitas. Andaikan terdapat elemen identitas lain, yaitu f € G, akan
ditunjukkan bahwa e = f. Karena e adalah elemen identitas, maka e x f = f,
dan jika f adalah elemen identitas maka f * ¢ = e. Dengan demikian,
f =ex f = fx*e=e, sehingga terbukti bahwa terdapat tepat satu elemen di

(G yang merupakan elemen identitas.

ii). Misalkan G dengan operasi * adalah grup. Diberikan @ € G maka terdapat
b € G yang merupakan elemen invers dari a sehingga a x b = bxa = e.

Andaikan terdapat ¢ € (G yang juga merupakan elemen invers dari a yang



memenuhi a * ¢ = ¢ x a = e maka akan ditunjukkan bahwa b = c. Diketahui
bahwa bxa = e, maka (bxa)*c = exc = ¢, dan diketahui pula bahwa cxa = e,
sehingga b * (¢ x a) = b * e = b. Dengan demikian (b * a) x ¢ = b * (a * ¢)

sehingga b = c.

Teorema 2.1.8 (Fraleigh, |2003) Diberikan suatu grup (G, *). Untuk setiap a,b, c €

G berlaku hukum kanselasi, yaitu:
i). Hukum kanselasi kiri, yaitu jika ac = ab, maka c = b

ii). Hukum kanselasi kanan, yaitu jika ba = ca, maka b = ¢

Bukti.

i). Diketahui bahwa G adalah grup, maka terdapat elemen identitas e € G dan
a' € G, maka a”'(ac) = a'(ab), dengan sifat asosiatif didapat (a~'a)b =

(a'a)c, maka (e)b = (e)c, sehingga b = c.

ii). Diketahui bahwa G adalah grup, maka terdapat elemen identitas e € G dan
a~! € G. Dengan mengalikan kedua ruas dengan o' disebelah kiri, dan
dengan memanfaatkan sifat asosiatif maka diperoleh b(e) = c(e), sehingga

b=c.

2.1.2. Grup Abelian

Definisi 2.1.9 (Fraleigh, 2003) Sebuah grup G disebut dengan grup Abelian jika
berlaku sifat komutatif, yaitu b*a=a*b , untuk setiap a,b € G sehingga grup

Abelian juga merupakan grup komutatif.



Contoh 2.1.10 Beberapa contoh dari grup Abelian diantaranya:

10

1. Himpunan setiap bilangan bulat (Z, +), himpunan setiap bilangan rasional

terhadap operasi penjumlahan (Q,+), himpunan setiap bilangan riil
terhadap operasi penjumlahan (R,+), dan himpunan setiap bilangan

kompleks terhadap operasi penjumlahan (C, +).

. Himpunan bilangan riil R — {0} dengan operasi perkalian bilangan adalah

grup Abelian

. Diberikan himpunan tak kosong
a c

G = a,b,c,d € R,ad — bc # 0 p . Himpunan G terhadap operasi
b d

perkalian matriks, dinotasikan (G, x) bukan merupakan grup Abelian,

karena untuk sebarang A, B € (5, dengan:
e

i
o p
A= 0,p,q, 7 € R,or —pq # 0 » dan
q T
\ L 7
( )
s u
B = s,t,u,v € Rysv —ut #0 ) maka A X B # B x A.
t v
\ L Vs
Diperhatikan i .
o ql |s u 0s+ gt ou—+ qu
AX B= =
p r| |t v ps+rt pu+rv
s u| (o q so+uq sp-+ur
BXA: =
t v| |p T to+vqg tp+rv

Karena A x B # B x A sehingga G tidak berlaku sifat komutatif.

0 2
€ Gdan B =

5 0 4 6

Sebagai contoh, ambil sebarang A = € G.
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1 3] [0 2 12 20
Ax B = =

5 0] [4 6 0 10

0 2] (1 3 10 0
BXA: —

4 6] (5 O 34 12

Dari perhitungan di atas, A x B # B x A. Dengan demikian, himpunan GG
terhadap operasi perkalian matriks, atau (G, x) merupakan grup

non-Abelian.

Teorema 2.1.11 (Fraleigh, 2003) Diberikan grup Abelian (G, *). Untuk setiap

a,b € G,a*h* = (ab)?.

Bukti. Diketahui (G, %) adalah grup Abelian, maka berlaku sifat komutatif ab =

ba, untuk setiap a,b € G. Akan ditunjukkan bahwa (ab)? = a?b?

ab = ba
ab(ab) = ba(ab) Kedua ruas dikalikan dengan ab
(ab)®> = ba’b
(ab)*> = a*bb Berlaku sifat komutatif
(ab)? = a*b?

2.1.3. Subgrup

Definisi 2.1.12 (Fraleighl 2003) Misalkan H # () dan H C G. Himpunan H disebut

subgrup dari G jika H membentuk grup dibawah operasi yang sama dengan G,



12

dinotasikan dengan H < Q.

Dengan demikian untuk membuktikan bahwa H subgrup dari G maka

ditunjukkan bahwa:

1. H merupakan himpunan tak kosong
2. H merupakan bagian dari G

3. H tertutup terhadap operasi di G

4. H memiliki elemen invers.

Contoh 2.1.13 Diberikan grup (Z, +) dan himpunan nZ = {z | x = nm,Vm € Z}

dengan n € Z. Himpunan (nZ, +) adalah subgrup dari (Z, +).

1). nZ bukan merupakan himpunan kosong karena terdapat 0 € 7
ii). nZ merupakan subset dari Z karena nm € nZ dengann, m € Z makanm € Z

iii). Ambil sebarang =, x5 € Z, dengan x; = nm;, x5 = nmsy. Akan ditunjukkan
1 + x2 € nZ. Diperhatikan
x1+1xe = nmi+nmsy = n(my+ms), Karenam,, my € Z maka (m,+ms) € Z
sehingga n(m; + my) € nZ

Dengaan demikian (nZ, +) tertutup terhadap operasi penjumlahan.

iv). Akan ditunjukkan untuk setiap z € nZ memiliki elemen invers x~! € nZ

1

sedemikian hingga berlaku x 4+ =" = e. Dipunyai:
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2.1.4. Subgrup Normal

Definisi 2.1.14 (Dummit et.al., |2004) Misalkan G adalah grup dan N adalah
subgrup dari G. Subgrup N disebut subgrup normal dari G, dinotasikan H < G jika
untuk setiap g € G berlaku gN = Ng dengan gN = {gn | g € G,n € N} adalah

koset kiri dari H dan Ng = {ng | g € G,n € N} adalah koset kanan dari H.

Contoh 2.1.15 Berdasarkan pada Contoh dapat diketahui bahwa Zg terhadap
operasi penjumlahan modulo merupakan grup. Diberikan N = {0, 2,4} subgrup
dari Zg. Untuk menunjukkan bahwa himpunan /N merupakan subgrup normal dari
Z¢, maka dapat ditunjukkan bahwa g N = N g, untuk setiap a € Zg.

gN ={gn| g € Z¢,n € N}

0N =0+6{0,2,4} = {0,2,4}
1IN =1+46{0,2,4} = {1,3,5}
2N =2+4{0,2,4} = {2,4,0}
3N =3+6{0,2,4} = {3,5,1}
AN =4+44{0,2,4} = {4,0,2}
5N =5+4{0,2,4} = {5,1,3}

NO ={0,2,4} +¢ 0 = {0,2,4}
N1={0,2,4} +¢1=1{1,3,5}
N2 ={0,2,4} +¢2 = {2,4,0}
N3 =1{0,2,4} +¢ 3 = {3,5,1}
N4={0,2,4} +¢4 = {4,0,2}
N5 ={0,2,4} +¢5 = {5,1,3}

Dari hasil di atas didapatkan bahwa gN = Ng,Vg € Zs maka N = {0,2,4}
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merupakan subgrup normal dari (Zg, +¢)

2.1.5. Grup yang Dibangun oleh Himpunan

Definisi 2.1.16 (Dummit et.al., 2004|) Diberikan grup G dan elemen a € G. Grup
G disebut grup siklik jika G dibangun oleh satu elemen, yaitu a € G sedemikian

sehingga G = {a"™ | n € Z}.

Dalam suatu notasi penjumlahan dapat ditulis G = {na | n € Z}.
Berdasarkan definisi tersebut grup siklik dapat dinotasikan G = (n) dan n disebut

generator dari G.

Contoh 2.1.17 Misalkan Zg adalah grup. Generator dari Zg adalah (1) dan (5).

Untuk a =1,
19=0
1'=1
29
=43
1*=4
1°=5

Sehingga Z¢ = {1" | n € Z} = (1).
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Untuk a =5,
59 =0
5 =1
51 =2
e 3
E—
5'=5

Sehingga Zg = {5" | n € Z} = (5).

Dengan demikian Zg merupakan grup siklik.

Definisi 2.1.18 (Fraleigh, 2003) Misalkan G adalah grup dan A adalah himpunan
bagian dari G. Subgrup terkecil H yang memuat A disebut subgrup dari G yang
dibangun oleh A, dinotasikan H = (A). Jika H = G maka (A) = G sehingga G

disebut grup yang dibagun oleh suatu himpunan A.

Contoh 2.1.19 Berdasarkan Contoh [2.1.17] diketahui bahwa grup Zg dibangun oleh
(1) dan (5). Grup Zg juga dapat dibangun oleh himpunan A = {2,3}, karena
subgrup terkecil yang memuat A adalah {0,1,2,3,4,5} = Zg.
Himpunan-himpunan bagian yang dapat membangun Zg diantaranya
{3,4},{1,2,3},{2,3,4},{1,5}. Grup Zg tidak dapat dibangun oleh himpunan

A = {2, 4} karena subgrup terkecil yang memuat A adalah {0,2,4} # Zg.
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2.2. Grup Berhingga
2.2.1. Order

Suatu grup G dikatakan grup berhingga jika memiliki order yang berhingga.
Order dari grup G adalah banyaknya elemen di G dan dinotasikan |G|. Misalkan
a € G, order dari elemen a dinotasikan |a| adalah suatu bilangan positif terkecil
n sedemikian sehingga o = e dimana e merupakan elemen identitas pada grup G
dan a" adalah perkalian a sebanyak n kali (Fraleigh, 2003). Grup quaternion dan

grup simetri merupakan contoh dari grup berhingga.

Contoh 2.2.1 Diberikan suatu himpunan Qs = {1,—1,4,—i,4, —j, k, —k} yang
merepresentasikan delapan matriks dengan ¢ = /—1.
Hasil dari operasi perkalian pada ()g ditunjukkan seperti pada Tabel Cayley di

bawah ini:

Tabel 2.2 Tabel Cayley (05 terhadap operasi perkalian

Himpunan ()s terhadap operasi perkalian dinotasikan (Qg, x) merupakan
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grup karena memenuhi aksioma grup sebagai berikut:

i). Himpunan ()g bersifat tertutup terhadap operasi perkalian, karena untuk setiap

a,b € Qg, berlaku ab € Qs.

ii). Himpunan (Jg bersifat asosiatif, karena untuk setiap a,b,c € (@Jg berlaku

a(bc) = (ab)c.

iii). Akan ditunjukkan bahwa (s memiliki elemen identitas, yaitu terdapat e =

1 € Qg untuk setiap a € Qs sedemikian sehingga berlaku a(1) = (1)a = a.

iv). Akan ditunjukkan bahwa ()s memiliki elemen invers, yaitu untuk setiap

1

elemen a € () terdapat elemen invers ¢~ € (g sehingga belaku

1 = (a) 'a = a(a)~'. Pada Tabel 2.2} untuk setiap a € Qs memiliki invers

() '=1
(-1)'=-1
(5) M= —i
(=)' =i
(1)~ =—J
(=)' =7
(k)™ = —k
(—k) =k

Himpunan (g bukan merupakan grup Abelian order 8, karena tidak memenubhi sifat

komutatif ab = ba untuk a, b € Q5. Misalkan a = i dan b = j, ab = ij # ji = ba.
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Contoh 2.2.2 Diberikan himpunan A = {1,2,3}. Sebuah permutasi dari A

merupakan fungsi bijektif dari A ke A.
o:A— A

Grup Simetri S3 adalah himpunan semua permutasi dari A terhadap operasi
komposisi fungsi. Grup simetri S3 mempunyai elemen sebanyak n!= 3!= 6.
Untuk menuliskan elemen o dari S; dapat digunakan notasi cycle, yaitu
serangkaian bilangan bulat yang merepresentasikan hasil permutasi dari elemen
Ss3. Cycle dari ¢ = (ajasa3) adalah permutasi dari a; ke ;11,1 < i < n —1dan
dari a,, ke a;. Misalkan 0 = (123) didefinisikan sebagai pemetaan 1 ke 2 atau
o(1) = 2, pemetaan 2 ke 3 atau 0(2) = 3 dan pemetaan 3 ke | atau o(3) = 1.
Dengan demikian didapatkan elemen-elemen dari S yaitu:

1)

123)

Ji=(
fa = (
fs=(1)(23)
Ja=(
fs = (
fo = (

—_
w
~—
—~
N}
~

132)
Hasil operasi komposisi fungsi dari masing-masing elemen di S5 sebagaimana

ditunjukkan pada tabel Cayley berikut:
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Tabel 2.3 Tabel Cayley dari S; terhadap operasi komposisi fungsi

o fi fo fs o s fe
o h s o s Jo
fo o fo fo s fs S
s fs s h fo o fa
fo fo fs o o fo s
o fs fo fo o i fs
fo fo o fs fs fo fo

Berdasarkan perhitungan di atas (S5, o) merupakan grup karena memenuhi

aksioma grup, yaitu:

i). Tertutup, karena setiap elemen a, b € S5, memenuhi a o b € S3
ii). Asosiatif, karena untuk setiap elemen a, b, ¢ € S3, berlaku ao(boc) = (aob)oc

iii). Eksistensi elemen identitas, yaitu terdapat f; = (1) sebagai elemen identitas
sedemikian sehingga untuk setiap elemen a € S3 berlakuao f; = ao (1) =

(l)oa= fioca=a

iv). Eksistensi elemen invers, yaitu setiap elemen a € S5 terdapat elemen invers
a~! € S sehingga berlaku a™* oa = aoa~! = e = (1) = f;. Pada Tabel 2.3

di atas untuk setiap a € S3 memiliki invers yaitu:
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(fu~'=h
(f)™ = fo
(f)7 = fs
(f)™" = fa
(fo)' = fs
(fo)™' = fo

2.2.2. Teorema Lagrange

Teorema 2.2.3 (Fraleigh, |2003) Misalkan G adalah grup berhingga dan H adalah
subgrup dari G. Order dari subgrup H membagi order dari grup G, atau

dinotasikan |H| | |G|

Bukti. Misalkan n = |G| dan m = |H|. H adalah subgrup, maka jumlah elemen
pada setiap koset di H sama dengan jumlah elemen di H sedemikian sehingga
laH| = |Ha| = m. Himpunan koset kiri di / membentuk suatu partisi dari G

yaitu:

la1h| + |agh| + ... +|a.h| =n

J/

m—i—m—i—...—i—m:n

r

rm=mn

Maka terbukti bahwa m membagi n. [

2.2.3. p—Grup

Definisi 2.2.4 (Fraleighl 2003) Suatu grup G adalah p—grup jika G mempunyai

order sebesar p" untuk p adalah bilangan prima dan n € N.
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Contoh 2.2.5 Berdasarkan Contoh diketahui bahwa ()g terhadap operasi
perkalian adalah grup. Order dari Qg adalah |Qg| = 8 = 23. Karena order dari Qg
berbentuk p™ dengan p= 2 adalah bilangan prima maka ()s dapat dikatakan 2-grup.
Adapun setiap elemen dari (g juga mempunyai order yang berbentuk p" dengan

bilangan prima p yang sama yaitu 2.

O
|—1]=1=2°
i| =4 =2
|—i]=4=2°
jl=4=2°
|—jl=4=2°
| 6= 2*
| —k|=4=2?

Definisi 2.2.6 (Fraleigh, |2003) Suatu subgrup dari grup G merupakan p—subgrup

dari G jika subgrup tersebut merupakan p—grup.

Contoh 2.2.7 Diberikan grup Q)s dan H = {1, —1,4, —i} adalah subgrup dari Qs.
H mempunyai order p" yaitu |H| = 4 = 22 dengan p = 2 adalah bilangan prima,
sehingga H dapat dikatakan 2—subgrup dari G' karena H merupakan 2—grup.
Dapat dilihat pada Contoh bahwa order dari setiap elemen di H juga

mempunyai pangkat bilangan prima yang sama yaitu p = 2.

2.2.4. Aksi Grup

Definisi 2.2.8 (Dummit et.al., 2004) Misalkan G adalah grup dan A adalah

himpunan tak kosong subset dari G. Grup G beraksi terhadap A adalah suatu
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pemetaan G x A ke A yang ditulis dengan g.a untuk setiap g € G,a € A dan

memenuhi

1. g1(g2a) = (g192)a untuk setiap g,, g2 € G,a € A

2. la=a

Adapun G beraksi terhadap A secara konjugasi yaitu pemetaan G x A — A
dengan ga = gag ' untuk setiap g € G, a € A yang memenuhi kedua aksioma pada

Definisi [2.2.8] di atas. Diperhatikan

91(g20) = g1(g2ag;™")

= g1(g2a9; g1
= (q192)algy '91 )
3 (9192)61(9192)71

= (9192)06
dan la = lal™! = a.

Definisi 2.2.9 (Dummit et.al| 2004) Misalkan G adalah grup dan A adalah
himpunan tak kosong subset dari G. Grup G beraksi terhadap A. Untuk setiap
a € A, stabilizer  dari adi G didefinisikan ~ dengan

Go={9€G|ga=aVacA}

Adapun jika G beraksi terhadap A secara konjugasi maka stabilizer dari a
adalah G, = {g € G | gag™' = a,Va € A}. Elemen a € A disebut fixed point
dan aksi grup G terhadap A disebut fixed point free ketika stabilizer dari a adalah

trivial.
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2.3. Grup Nilpoten

Sebelum membahas tentang grup nilpoten, terlebih dahulu akan diberikan

definisi tentang komutator suatu grup dan center grup.

2.3.1. Komutator

Definisi 2.3.1 (Dummit et.al., 2004) Misalkan G adalah grup dan z,y € G.

1

Komutator dari pasangan terurut (x,y) adalah [x,y] = z~'y~'zy. Didefinisikan

G' = ([x,y] | z,y € G) adalah subgrup G yang dibangun oleh elemen komutator

dari G, dan disebut dengan komutator subgrup G.

Adapun notasi x¥ adalah konjugasi dari x oleh y, dan didefinisikan sebagai
y~'xy. Berikut akan diberikan beberapa sifat-sifat yang disebut dengan identitas

komutator.

L [z,y]" = [y, 2]
2. [z,y]° = [2% ]
3. [z2,y] = [z,9]*[z, ]

4. [, zy] = [w, [z, 2]

1

5 [Nyl = [y, ="
6. [v,y7'] = [,z
7. [2,y, 2] = [[z,y], 2]

8. [z,y !, 2]y, 21, x)*[z, 27!, y]* = 1. Hal ini disebut Hall-Witt Identity

Teorema 2.3.2 (Fraleigh, 2003|) Komutator dari (x,y) adalah elemen identitas jika

dan hanya jika xy= yx.
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Bukti.

= Jika komutator dari (x, y) adalah elemen identitas maka xy = yx. Dipunyai

(wyr 'y )yzr = e(yr) (Kedua ruas dikalikan dengan (yz))
vy(z 'y lyr) = e(yw) (Berlaku sifat asosiatif)
vy(ztzy'y) = e(yx) (Berlaku sifat komutatif)

zy(e) = e(yz)

<« Jika xy = yr maka komutator dari (x, y) adalah elemen identitas. Dipunyai

Ty = yx
ry(x™') = wya(x™') (Kedua ruas dikalikan dengan (z7'))
ry(z™) = y(zx™') (Berlaku sifat asosiatif)

zya™' = yle)
vyr '(y™") = y(y™')  (Keduaruas dikalikan dengan (y'))
xyx’ly’I = e

[,y = e

Contoh 2.3.3 Misalkan Zs = {0,1,2,3,4,5} terhadap operasi penjumlahan

modulo adalah grup Abelian. Ambil # = 2 dan y = 5, komutator dari
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Contoh 2.3.4 Diberikan grup Quaternion ()s. Komutator subgrup dari ()3 adalah

{1, —1} karena untuk setiap =,y € Q)s komutator dari x, y adalah 1 dan -1.

2.3.2. Center Grup

Definisi 2.3.5 (Dummit et.al.| [2004) Misalkan G adalah grup dan A adalah subset

tak kosong dari G. Didefinisikan Cg(A) = {g € G | gag~' = a,Va € A} adalah

centralizer dari A di G. Karena
1

gag~' = ajika dan hanya jika go = ag, maka Cg(A) adalah himpunan dari

setiap elemen G yang komutatif dengan setiap elemen di A

Cg(A) adalah subgrup dari GG, karena memenuhi aksioma subgrup berikut

1. Cg(A) # () yaitu terdapat 1 € C(A) dimana 1 adalah identitas di G yang

memenuhi la = al untuk setiap a € G dan a € A.

2. Cg(A) C Gkarenag € Cg(A), g € G.

3. Cg(A) bersifat tertutup, karena untuk setiap =,y € Ce(A), dengan raxr™! =

a dan yay ' = a untuk setiap a € A. Diperhatikan

(zy)a(zy) ™" = (zy)aly'2z~")

= z(yay ")

4. Terdapat tepat satu elemen invers, yaitu untuk setiap x € Cg(A)dana €
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A, zar~' = a = 7 ax, terdapat ! € C(A) sedeikian sehingga berlaku

(zx Ha(zz™) = (zx a(zz™)

=z(x tax)x !

Definisi 2.3.6 (Dummit et.al., 2004) Diberikan suatu grup (G, ). Center dari grup

G didefinisikan dengan Z(G) = {x € G | gx = xg,Yg € G}.

Misalkan Z(G) adalah center dari grup G maka Z(G) C G. Misalkan
Z*(G) ={g € G | [9,7] € Z(G),Vz € G} adalah subset dari G. Lebih lanjut,

akan didapatkan suatu barisan atas center dari grup G (upper central series) yaitu

{e} = Zo(G) C Zi1(G) € Z2(G) C ...

Contoh 2.3.7 Berikut beberapa contoh dari center grup:

1. Misalkan G = (Qs, X ) adalah grup. Center grup dari Qg atau Z(Qg) adalah
{L _1} .
Pada Tabel [2.2] dapat dilihat bahwa untuk setiap ¢ € Qg, (g)1 = 1(g) dan

(9)(=1) = (=1)(9)-

2. Misalkan G = . a,b,c,d € Ryad — bc # 0 p terhadap operasi
b d
perkalian matriks adalah grup, maka center grupnya adalah
10
Z(G) =
01

Teorema 2.3.8 (Fraleigh, |2003) Jika G adalah grup maka center grup G

merupakan subgrup dari grup G.
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Bukti. Misalkan Z(G) = {z € G | gv = zg;Vg € G}. Akan dibuktikankan

bahwa Z(G) < G.

i). Akan ditunjukkan Z(G) # (). Pilih x = e € @G, karena G adalah grup maka

berlaku ge = eg, sehingga e € Z(G). Jadi Z(G) # 0.

ii). Akan ditunjukkan Z(G) C G. Ambil sebarang ©+ € Z(G), berdasarkan
definisi center grup jelas bahwa z juga merupakan elemen di G, maka

terbukti Z(G) C G.

iii). Akan ditunjukkan Z(G) tertutup terhadap operasi di G. Ambil sebarang =, y €
Z (@) sehingga berlaku xy € Z(G). Berdasarkan definisi center grup, untuk
r € Z(G) artinya © € G dengan gr = zg, untuk setiap ¢ € G, dan untuk
y € Z(G) artinya y € G dengan yg = gy, untuk setiap g € G. Karena
x,y € G dan G adalah grup maka berlaku sifat tertutup terhadap operasi biner
di G sehingga zy € G.

Diperhatikan, untuk setiap g € G

g(zy) = (g2)y
= (xg)y  (Berlaku sifat komutatif)
= z(gy)  (Berlaku sifat asosiatif)
= x(yg)  (Berlaku sifat komutatif)

= (xy)g  (Berlaku sifat asosiatif)

Karena zy € G dengan g(xy) = (zy)g, untuk setiap g € G, makazy € Z(G).

Dengan demikian Z(G) tertutup terhadap operasi di G.

iv). Akan ditunjukkan Z(G) mempunyai elemen invers. Ambil sebarang



28

x € Z(G) maka z € G dengan gr = xg, untuk setiap g € . Karenax € G

dan G adalah grup maka terdapat 2! € G. Diperhatikan:

gr = xg
(z7H)gx (z7')zg  (Kedua ruas dikalikan dengan) (z ')
(z7Hgx (z7'x)g (Berlaku sifat asosiatif)
(z7h)gz = eg
(@ Mg = ¢
v gr(z) g(z™")  (Kedua ruas dikalikan dengan) (z~*)
z g(zz™) g(z™')  (Berlaku sifat asosiatif)
r7ige = g(z7")
z g gzt (Berlaku sifat komutatif)
gz x g

Karena 77! € G dengan gz~ ! = 27'¢,Vg € G, makaz~! € Z(G), sehingga

Z(G) mempunyai elemen invers.

Dengan demikian terbukti bahwa Z(G) < G. |

2.3.3. Grup Nilpoten

Definisi 2.3.9 (Dummit et.all 2004) Diberikan suatu grup berhingga G.

Didefinisikan lower central series dari G adalah suatu barisan turun dari subgrup
G>G >G >G> ...

dengan G° = G,G' =[G, G], G = |G, G°] untuk ¢ > 0.
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Grup G disebut nilpoten jika dan hanya jika G¢ = 1. Lebih lanjut suatu bilangan

bulat non-negatif c terkecil adalah kelas nilpoten dari G.

Definisi 2.3.10 (Dummit et.al., 2004) Diberikan suatu himpunan Z'(G) = {g €
G | lg,z] € Z7YG),Yx € G}. Suatu grup disebut nilpoten jika Z'(G) = G
untuk suatu 1 bilangan bulat positif. Suatu bilangan 1 terkecil disebut dengan kelas

nilpoten dari G.

Contoh 2.3.11 Berdasarkan Contoh diketahui bahwa (Qs, x) adalah grup.
Diberikan center grup Z(Qg) = {—1,1}. Himpunan (Qs, X ) adalah grup nilpoten
karena Z*(Qs) = {1, —1,4, =i, 7, —j, k, —k} = Qs.

Dengan menggunakan Tabel Cayley pada didapatkan anggota-anggota dari
himpunan Z%(Qg) sebagai berikut:

Pilih g = 1 € Qg, untuk setiap x € Qg berlaku [1,z] =1-2-17' - 27! € Z(Qs):

1,1]=1-1-1-1=1
[1,-1]=1.--1-1-<1=1
[1,=1-4-1-—i=1
[1,—i]=1-—i-1-i=1
Ljl=1-j-1-=j=1
L—jl=1-—j-1-j=1
Lk =1-k-1-—k=1

[1,—kl=1-—k-1-k=1
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Pilih ¢ = —1 € (s, untuk setiap =z € Qs berlaku

~1,1]=-1-1--1-1=1
[—1,-1]=-1-—-1-—-1--1=1
[—1,i] = —1-4-—1-—i=1
[-1,—i]=—-1-—i-—1-i=1
~1,j]=-1-j--1-—j=1
(L —j]=-1-—j-~1-j=1
1,k =-1-k-—1-—k=1

[—1,—kl=—1-—k-—1-k=1

Pilih g = i € Qg, untuk setiap v € Qg berlaku [1,z] =i -z -i~' - 27! € Z(Qs):

[i1]=i-1-—i-1=1
=1 =i.—1. —;
[i,i] =i-i-—i-—i=1
i, —i] =4 —i-—i-i=1
i =g —ie—j =1
[i,~j] =i —j-—ij=-1
i k| =i k-—i-—k=1

i, —k] =i -—k-—i-k=1
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Pilih ¢ = —1 € s, untuk setiap = € Qs berlaku
[—i,2] = —i-2-—i"t-a7t € Z(Qy):

[—i1)=—i-1-i-1=1

(i, —1] = —i-—1-i-—1=1

[—iyi) = <45 i-—i=1

[—4, =] = =4 » =i 4% =

[—i,f] = =i G i —j=—1

[, —j) = —i-—ji-j=—1

[—i k| = —i-k-i-—k=—1

[—i,—k]=—i-—k-i-k=—1

Pilih g = j € Qg, untuk setiap r € Qg berlaku [j,z] =j -z -5 271 € Z(Qy):

Al =j-1-—j-1=1
=1l =j.=1.-j . A1=1
ol =i =5 —i= =1
[, =il =g =is=ji=—1
gl =g —i-=i=1
=il =j-=j-=j-i=1

k] =gk —j =k =1

G,k =j-—k-—j k=1
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Pilih ¢ = -7 € (s, untuk setiap = € Qs berlaku

[—ja]=—j 2 -—j7 a7t € Z(Qs):

=i 1]=—j-1-j-1=1

[l =—j-=1-j-—1=1
[l = =j i g —i=—1
[—j, =] = —j == i = —1
(gl = <555 =i =1
(=il =—j-—j--i=1
[~ k) =—j k- je—k =1
[, =k =—j - —k-j k=1

Pilih g = k € Qg, untuk setiap € Qg berlaku [k, x] =k -z - k™' - 27! € Z(Qs):

k1] =k-1 - —k-1=1
B —11=F. 1. _F A8
ki)l =k-i-—k-—i=—1

kb, —i] =k —i-—k-i=—1
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Pilih ¢ = —k € (s, untuk setiap x € Qs berlaku

[—k,z]=—k-z-—k~'- 27! € Z(Qs):

(k1] = —k-1-k-1=1
[k, 1] = —k-—1-k-—1=1
[—k,i] = <k i k- —i=—1
[k, —i] = —k-—i-kei=—1
[k, f]l= —k-j-k-—j=1
[k —jl==k-—j-k-j=-1
[k k) = —k ko ko —k =1
[k, —k] = k- —k k- k=1
Dengan demikian Z2?(Qg) = {1,—1,i,—i,j,—j, k, —k} = Qs, maka (Qg, X)

adalah grup nilpoten.

2.4. Kajian Aljabar dalam Al-Qur’an

Setiap objek yang ada di alam semesta ini dapat digolongkan kedalam
berbagai macam kelompok atau himpunan. Setiap cabang ilmu matematika
berdasar pada teori himpunan dan konsep dasar. Dalam Al-Qur’an banyak
ditemukan ayat yang menjelaskan tentang ilmu-ilmu pengetahuan, termasuk
matematika.  Teori himpunan dalam matematika telah dijelaskan di dalam

Al-Qur’an Surat An-Nur ayat 45 yang berbunyi:

Qﬁ)&ﬁ&q%}%g‘g ‘#o;éﬁoﬂa/ﬂ&?u&?g‘baxsé&ﬂ‘j
S o 0K (e 0 0 BLG L B (BAS7 a0 o 0 G e

Kutipan ayat di atas menggambarkan tentang himpunan hewan-hewan yang
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dikelompokkan berdasarkan cara geraknya, diantaranya yaitu himpunan hewan
yang bergerak dengan perutnya, himpunan hewan yang bergerak dengan dua kaki,
himpunan hewan yang bergerak dengan empat kaki, dan himpunan lainnya yaitu

hewan yang bergerak dengan lebih dari 4 kaki.



BAB III

HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bab ini akan dijelaskan tentang definisi Engel Set, sifat-sifat dari Engel
Set, dan sifat dari grup Abelian yang dibangun oleh Engel Set berhingga menjadi

grup nilpoten.

3.1. Engel Set

Berikut ini diberikan definisi tentang Engel Set dan sifat-sifat dari Engel Set.

Definisi 3.1.1 Misalkan S subset dari grup G. Himpunan S disebut Engel Set jika
Vx,y € S terdapat bilangan bulat non-negatif n= n(x,y) sedemikian sehingga
[z,,y] = 1. Untuk suatu x € G disebut dengan elemen Engel kiri jika untuk setiap
g € G terdapat bilangan bulat non-negatif n= n(gx) sedemikian sehingga
[9,n x] = 1. Sama halnya untuk © € G disebut elemen Engel kanan jika g € G

terletak disebelah kanan atau [z, g] = 1.

Secara induktif, komutator [z, y| dari pasangan (z,y) yang diberikan oleh

bilangan bulat non-negatif n adalah sebagai berikut (Abdollahi A. , 2010):

[0y =x

1 1

[z1y] =[x, y] = I_ly_ xy :=x xY

35
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Diberikan n = 2, maka:

[xﬂ y] = HSL’, y]v y]
= [(zyz~'y ™),y

= (zyz 'y y(zyzs 'y )y

dan untuk n > 2 adalah:[z,, y] = [[2,n-1Y],y] = [[2, Y],n-1Y]

Himpunan elemen Engel kanan dan elemen Engel kiri masing-masing

dinotasikan R(G) dan L(G) yang masing-masing didefinisikan sebagai berikut.

R(G)={x € G| [z,g9] =1,Vg € G}
L(G)={x € G|[g,2] = 1,Vg € G}
R.(G)={z € G| |z,ng] =1,Vg € G}
Lo(G) = {z € G | [gma] = 1,¥g € G}
Ri11(G) ={z € G| [zns19] = 1,Vg € G}

Ln+1(G) = {1’ €G l [.gm-‘rl LL'] - 1,Vg € G}

Adapun himpunan invers dari elemen Engel kanan dan elemen Engel kiri
masing-masing dinotasikan R~!(G) dan L~!(G) yang masing-masing didefinisikan

sebagai berikut.

R(G) ' ={reG|[rg]" =1VYgeG}
={z7'eC[g27']=1,Yg € G}
LG) ' ={zeG|[ga]" =1YgeG}

={z7'eG |z g=1,Yg€G}
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R(G) ' ={zeCG|lzng® =1VYgeG}
={2'eCG|gnr '] =1Vg€G}
L. (@) ' ={zeC|gnr]" =1VgecG}
={z'eG|[z " ngl=1VgeG}
Roi(G) ' ={2 € G| [wmm 9" =1,Yg€ G}
={r' € G| [gnz '] =1,Yg € G}
Lo (G) ! ={z € G | [gni12]” =1,Yg € G}

= {{E_l €q | [x_l,n+1g] =1,VYg € G}

Teorema berikut menjelaskan tentang sifat-sifat dari Engel Set:

Teorema 3.1.2 Jika diberikan suatu grup G, maka berlaku:

1. Untuk sebarang 2 elemen x,9 € G dan semua bilangan bulat
n = 17 [x;n—l-l g] = [g—ac’n g}g
2. R(G) T CLG)

3. Ry(G)™' C Lo (G)

Bukti.

1. Ambil sebarang x, g € GG dan bilangan bulat n > 1. Diperhatikan,
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[ni19] = [lzngl g]
= [27'¢ 29,0 d] (definisi komutator)
= [(gil)xgm q] (sifat konjugasi g~ terhadap x)
= [(97")gm Y]
= [lg7)9: 9lin-1]
= [(97"9) g (9" 9)gm-19] (definisi komutator)

= [ ") g (9779 gm-19]

-1 -1

= (67" ((¢) 97", (97%9))gm-19] (berlaku sifat asosiatif)

= [((s™) g7 (97°9)% m-1 9] (berlaku sifat konjugasi)

&, [[g_xv g]gm—l g]

= [g_xvn g]g

2. Ambil sebarang ¢! € R(G) ™!, maka untuk suatu z € G, (¢7)* € R(G)™".
Akan ditunjukkan bahwa g € L(G). Diketahui bahwa:
g~' € R(G)7 Y, artinya [g71, g]9 = 1
(g71)* € R(G)~", artinya [(g~")%, g]* = [g77, g]* = 1.
Dengan menggunakan sifat pada identitas komutator, = maka

[g7%, gl = g, ¢"]. Akibatnya g € R(G)'. Diperhatikan:
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1=1[g9.9"] = lg,27 ga]
= g Ya'gx)'g(z 'gx) (definisi komutator)
= gl tg lagrtgn (sifat dari R(G)™1)
= g 'z twg g g (sifat dari R(G)™1)
= z g tag (definisi komutator)
= [z,4]

Dengan demikian g € L(G), dan R(G)~! C L(G).

3. Ambil sebarang ¢! S R,(G)™', maka untuk suatu

r € G, (¢7")* =g € R,(G)"!. Akan ditunjukkan bahwa g € L, ,1(G).
Berdasarkan Poin 3.1 didapatkan [¢g~7,, g]Y = [7,,41g]. Dengan demikian

terbukti bahwa R, (G)™* C L,,1(G).

3.2. Grup Abelian yang Dibangun oleh Engel Set

Misalkan GG adalah grup Abelian dan S himpunan tak kosong subset dari
G merupakan Engel Set. Grup GG dibangun oleh suatu Engel Set berhingga yaitu
G = (S) = (x,y) dengan z,y € S dapat menjadi grup nilpoten. Berikut akan
dijelaskan sifat-sifat suatu grup Abelian yang dibangun oleh Engel Set berhingga

menjadi nilpoten.

Lemma 3.2.1 Jika G adalah grup metabelian yang dibangun oleh suatu Engel Set

S, maka sebarang x € S adalah elemen Engel kiri, lebih lanjut G adalah locally
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nilpotent.

Bukti. Diketahui bahwa G adalah grup metabelian maka subgrup komutatornya

bersifat komutatif, dengan kata lain
G={([z,y] | v,y € G) =(ly, 2] | z,y € G)
Grup G dibangun oleh suatu Engel Set S dengan kata lain
G=(S)=(lznyl=1|z,y€S) =(lyna]=1|z,y €5)

Akan ditunjukkan z € S adalah elemen Engel kiri. Lebih lanjut akan ditunjukkan
G adalah locally nilpotent, yaitu jika setiap subgrup yang dibangun secara
berhingga adalah nilpoten.

Ambil sebarang 7' C S dengan 7' = {zy,29,...,2,} dan misalkan
[zi;mxj] = luntuk 1 < 4,7 < r. Karena G adalah grup metabelian maka setiap

1

g € G menginduksi G’ suatu endomorfisma (—1 + ¢) yang memetakan u ke u ™" u9

dan kedua endomorfisma ini komutatif. Diperhatikan

=[] = [l = gl

Akibatnya (—1 + ;)" = 0 dan z; adalah elemen Engel kiri. Lebih lanjut suatu
produk di endomorfisma (—1 + z;) dengan pangkat (n — 1)r + 1 adalah trivial.
Dengan demikian (7") adalah nilpoten dengan kelas paling banyak (n — 1)r + 2.
Jadi terbukti bahwa G adalah locally nilpotent. Lebih lanjut suatu grup locally

nilpotent adalah nilpoten [

Lemma 3.2.2 Setiap elemen tidak trivial dari Z(H) = {z € H | zh = hz,Vh €
HY} dengan H adalah subgrup maksimal tak normal di G beraksi fixed point free

terhadap subgrup normal minimal A di G secara konjugasi.
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Bukti. Diketahui Z(H) = {z € H | zh = hz,Vh € H} adalah center dari
subgrup H.

Cu(z) ={a € A|aza™ =z} = {a € A | az = za} adalah centralizer dari z di
A.

Misalkan A adalah subgrup normal minimal di G, dan H adalah subgrup maksimal

tak normal di G. Z(H) beraksi terhadap A merupakan suatu pemetaan:

Z(H)xA— A
(z,a) — za
yang memenuhi:
i. z1(z2a) = (z122)a.
ii. la =a.

Akan ditunjukkan Z(H ) beraksi fixed point free terhadap A secara konjugasi.

Z(H) beraksi terhadap A secara konjugasi, maka pemetaan:

Z(H)x A— A
(z,a) v zaz™!

memenuhi:

i. z1(22a) = (z122)a.
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Diperhatikan,

21(200) = 21(20a25 ")
= z1(za25 M)zt (definisi aksi secara konjugasi)
= (z120)a(zy 'z ) (sifat asosiatif)
= (z120)a(z125) 7" (definsi aksi secara konjugasi)

= (z122)a

ii. la = a. Diperhatikan,

la = lal™t

Karena Z(H) beraksi terhadap A secara konjugasi, sehingga untuk setiap a € A
dapat ditentukan suatu stabilizer dari A, yaitu
stab(a) = {2z € Z(H) | zaz™! = a} = {2z € Z(H) | za = az}. Z(H) dikatakan
beraksi fixed point free terhadap A jika stab(a) = Z(H) atau stab(a) = 1.

Diperhatikan bahwa stab(a) adalah elemen z € Z(H) yang komutatif dengan
setiap elemen a € A. Berdasarkan definisi centralizer =z di A, setiap elemen a € A
komutatif dengan elemen z € Z(H ). Dengan demikian stab(a) = Cs(z).

Centralizer C4(z) adalah subgrup normal di G. Karena H bukan merupakan
subgrup normal dari G maka Z(H) juga bukan merupakan subgrup normal,
akibatnya stab(a) = C4(z) # Z(H). Dengan demikian dengan keminimalan dari

A, stab(a) = Ca(z) = 1. [
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Lemma 3.2.3 Misalkan G = AH = (x,y) adalah minimal counterexample yang

Abelian oleh nilpoten kelas 2, maka A = ~3(G), [z,y,y,y] = ldan [y, z,z,x] = 1.

Bukti. Misalkan G adalah grup Abelian oleh nilpoten kelas 2, H adalah subgrup
normal maksimal di G, A adalah subgrup normal minimal di G. G = AH dan G/A
adalah nilpoten.

Diketahui lower central series dari G adalah ;(G), untuk ¢ > 0, sehingga didapat
1(G) = G,%»(G) =[G, G| = G,5(G) = [[G, G], G], sehingga dapat dituliskan

Yi+1(G) = [7:(G), G]. Dengan demikian didapatkan barisan turun dari subgrup G:

G =7(G) 2 7(G) = 1(G) = ...

Suatu G disebut nilpoten jika 7;(G) = 1 untuk ¢ > 0. Untuk suatu bilangan bulat

non-negatif terkecil ¢, v;(G) = 1 maka grup G disebut nilpoten kelas i.

i). Akan ditunjukkan A = 73(G). Karena A subgrup normal minimal, maka
A C 93(G). Misalkan ¢ # p adalah suatu bilangan prima, sebarang
g—subgrup dari v3(G) adalah trivial, yaitu 1 = 7;41(G) < 73(G).

(G/A adalah p—grup dan nilpoten, maka 7;,,(G/A) = 1. Karena G = G/A,
maka 7,41(G) = 1 = ¢q—subgrup, sehingga 73(G) C A. Karena

A C 3(G) dan v3(G) € A, maka A = 3(G).

ii). Akan ditunjukkan [z, y,y,y] = [z,3y] = 1.
Andaikan [z,,,_1 y] # 1 untuk n > 3.
Diketahui G = AH maka y = ah, untuky € G,a € A,h € H.
[z,y,y] € [[G,G],G] = 73(G) = A, maka [z,y,y] € A.
Misal untuk n > 3,n — 2 > 2. Sehingga didapat
[Tyl = [T2y] = [T3y] = [Tay] = ...

['rm—2 Y, Z/] - [xm—l y] < [Im—2 y]
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Sedemikian sehingga [x,, - y] dan [z,, 2y, y] juga terdapat di A.

Akibatnya [2,,-2 Y, y*] = [T,n—2y, Y|P =1

Diperhatikan bahwa y = ah makay? = ahP? dan h = h°? untuk @ suatu
bilangan bulat.

Untuk y” = ah? dipunyai:

1= [xm—Q Y, yp] s [xm—Q Y, ahp] = [xm—Q Y, hp}

Dan untuk A = h°? dipunyai:

1= [xm—Q Y, hap] e [xm—Q Y, h]

Diperhatikan, 1 = [z,, oy,h]. Karena a € A dan h € H maka
[Z,n—2y,ah] = [r,,_2y,h]. Diketahui bahwa y = ah sehingga didapat
[Tn_oy,ah] = [x,,—2y,y] = [r,,—1y]. Hal ini adalah kontradiksi dari
pemisalan awal yaitu 1 #  [z,,1y] Jadi terbukti bahwa

[Z,,—1y] = Luntuk n > 3 atau [z,3y] = [z, y,y,y] = L.

Akan ditunjukkan [y, z, z, x] = [y,3 x] = 1.
Andaikan [y,,—1 ] = 1 untuk n > 3. Dengan menggunakan pemisalan yang
sama seperti poin ii) dengan x = ah,x2? = ah?, dan h = h°? untuk suatu

bilangan bulat o, didapatkan:

[y7n72 x, xp] = [yvan z, :L-]p =1

Diperhatikan untuk 2P = ah?:

1= [yﬂL—Q X, xp] = [yvn—2 xZ, ahp] = [y7n—2 x, hp]
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Dan untuk h = h°? didapat 1 = [y,, o2, h*?] = [y,,_2x, h]. Karenaa € A
dan h € H maka [y,,—ox,h] = [y,n_2,ah]. Diketahui bahwa x = ah
sehingga didapat = [y,, 2x,x] = [y,,—12|. Hal ini adalah kontradiksi

sehingga terbukti [y, z, x, 2] = [y,3 2] = 1.

Lemma 3.2.4 Misalkan G adalah grup Abelian, A adalah subgrup normal minimal
dari G, dan H adalah subgrup normal maksimal dari G. Misalkan x = ah, y =
bk dimana x,y € G, a,b € Adan h,k € H. Jika [z,y] = [h, k| maka [a, k™| =

[b,h7Y, [a,h] = 1dan [b, k] = 1 dengan a # 1 dan b # 1.

Bukti. Diketahui x = ah dany = bk, z,y € Ga,be Ah, k € H.

[h, k] = [z,y] = [ah,bk]
= (ah) ' (bk)"'(ah)(bK) (definisi komutator)
= hlta 'k ' ahbk
= hla 'k tab thbk (sifat komutatif)
= h ' Yk Ya(kkT Y (WA DT hik
= h'a 'k tak)k thh b hbk (sifat asosiatif)
= h Y a Tk ak) (hh )k h(kETY AT b hbk
= h Ya 'k tak)h(h kT hE)ET (Wb hb)k  (sifat asosiatif)

= [a,k]"[h, k][R, D]"

Karena 1 = [, y] = [h, k] maka didapat 1 = [a, k]"[h, k][h, b]* = [a, k]"[h, b]"" " *"

i). Akan ditunjukkan [a, k'] = [b,h""]. Diperhatikan 1 = [a, k]"[h,b]" *",

invers dari [h, b]" "% adalah [a, k]", oleh karenanya didapatkan
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[a, K" = ([, b))

= ([h 87

= ([h, b]")7! (sifat identitas komutator)

— [b, h)" (kedua ruas dikalikan h)
h([a, k)") = h([b, k]") (kedua ruas dikalikan h ")

h([a, k]")h™" = h([b, k]*)h " (sifat konjugasi)
(la, k""" = (b, )"
[a, k] = [b, h]*" (kedua ruas dikalikan k)
k(la, k]) = k([b, A]*" ) (kedua ruas dikalikan &)
k(la, K])k~" = k([b, A" ")k~'  (sifat konjugasi)
(la, KD*¥ = (b, W)
— [p, h]
= [b,h)""
Dengan menggunakan identitas komumator, [a,k]* = [a,k'] dan

[b,h)"" = [b, h™"]. Jadi terbukti bahwa [a, k=] = [b, h~].

. Akan ditunjukkan [a,h] = 1dan [b, k] = 1. Misalkan [y, z|, [z,y] € Z(H),

dan berdasarkan lemma didapatkan [y,z,z], [z,y,y] € A dan
1=[y,z 2] =[z,y,y,y

Diperhatikan 1 = [y, x, z, ] = [y, z, x, ah|. Karena a € A dan h € H maka

ah € H akibatnya [y, x,x,ah] = [y,z,x,h] = [ly,z], |z, h]]. Diketahui
bahwa x = ah sehingga [[x,h],[y,z]] = [[ah,h],|y,z]] dan dengan
memanfaatkan sifat identitas komutator maka didapatkan

[la, )", [y, #]] = [[a, k], [y, z]]". Berdasarkan Lemma [3.2.2] [a, h] adalah fixed
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oleh [y, x], sehingga [a, h] = 1.

Diperhatikan juga untuk 1 = [z,y,y,y] = [z,y,y,bk]. Karena b € A dan
k € H maka bk € H akibatnya [z,y,y,bk] = [z,y,y,k] = [[z,v], [y, k]].
Diketahui bahwa y = bk sehingga [[y, k], [x, y]] = [[bk, k], [z, y]] dan dengan
memanfaatkan sifat identitas komutator maka didapatkan
(b, k]*, [, y]] = [[b, k], [z, y]]*. Berdasarkan Lemma [3.2.2] [b, k] adalah fixed
oleh [x, y], sehingga [b, k] = 1.

Dengan demikian terbukti bahwa [a, h] = 1 dan [b, k] = 1.

Teorema 3.2.5 Misalkan G adalah grup Abelian oleh nilpoten kelas 2 yang

dibangun oleh dua mutual elemen Engel x dan y maka G adalah nilpoten.

Bukti. Misalkan A adalah subgrup normal minimal dari G, dan H adalah subgrup
normal maksimal dari G. Misalkan © = ah, y = bkdimanaz,y € G, a,b €
Adan h,k € H dan [x,y] = [h,k]cdengan [h, k] € Z(H),c € A. Berdasarkan

Lemma [3.2.3] diketahui bahwa
1. [z,y,y] dan [y,x,z] € A
2. [z,y,9,9] = [y, v, 7,2] = 1
3. [z,y,y?] = 1 dan [y, x,2P] = 1

Diketahui bahwa G dibangun oleh elemen x dan y, artinya G = (z,y) = (2P, y?).

Jika (2P,y?) N A # 1, maka [z, y] komutatif dengan elemen non-trivial dari A.
Berdasarkan Lemma [3.2.2] [k, k] € Z(H), stab(a) = {[h, k] € Z(H) | [h,k]c =
clh, k]} = 1 sehingga [h, k] = 1. Diketahui bahwa G’ < A dan berdasarkan Lemma

[3.2.1] G adalah nilpoten.
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Andaikan (z*, y*) N A = 1, maka dapat diasumsikan H = (a?, y?). Karena (h, k) ~
(h,kYAJA = (2P, y*)AJA ~ (2P, yP). Akibatnya c pasti trivial sehingga [z, y] =
[h, k] # 1, dan berdasarkan Lemma [3.2.4] dipunyai [a, k'] = [b,h"!] dan [a, h] =
1, dengan a # 1.

Sekarang Berdasarkan Hall-Witt Identity:
la, k=1, h]* [k, =L, a)" [k, a7t K]e = 1

Akibatnya [a, k=1 h] = [k,h 71, a] " = ([k, h= 1, a]™) L.

[k,h~1 a] komutatif dengan h, artinya hlk,h~',a] = [k,h~' a]h. Dengan
mengalikan kedua ruas di sebelah kiri dengan (h™!) maka didapat
[k,h™' a] = h7'[k,h~' a]h, dengan memanfaatkan sifat konjugasi sehingga
didapat [k,h ', a]". Selanjutnya [a,k', h] komutatif dengan h*¥ ', artinya
A a, k=Y, h] = [a, k™', h]h*". Dengan mengalikan kedua ruas di sebelah kiri
dengan (h*")~! serta memanfaatkan sifat konjugasi maka didapat [a, k=", h] e

Sekarang diperhatikan

4,k ] = [fa, &1, 1]
= [[b, h '], A] (sifat identitas komutator)
= [[b,h)" ",h]  (sifat identitas komutator)
= [[b,h], )" (sifat identitas komutator)
= [b,h, B (sifat identitas komutator)

= (b, 7" B

Karena [a, k="', h] = [b,h™", h]~" maka [b, h~!, h]~' komutatif dengan h* . Lebih
lanjut [b, h, h] komutatif dengan 7% '. Dengan demikian [b,h,h] € Ca(h* ),

dengan kata lain [b, h, h] € Adan (h* ") € Z(H).
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Misalkan B = C4(h* ')dan K = (h,h* ')A = HA. Jika ¢ adalah bilangan
prima dan merupakan order dari h, maka dipunyai B = [b,h9]B = [b, h]!B.
Dengan demikian order dari [b,h] adalah koprima dengan ¢, sehingga
[b,h] € Bdan[b,h'] € B. Karena [a, k™| = [b,h"!] maka [a, k'] € B. Jadi,
la, k=1 h~'] = 1dan [k,a,h] = [k, h,a] = 1. Hal ini kontradiksi dengan Lemma
3.2.2] sehingga pengandaian salah dan harus diingkar. Jadi terbukti bahwa grup G

yang dibangun oleh elemen Engel x dan y adalah nilpoten. [



BAB IV

PENUTUP

Pada bab ini akan diberikan simpulan dan saran-saran yang dapat diambil

berdasarkan materi-materi yang telah dibahas pada bab-bab sebelumnya.

4.1. Simpulan

Simpulan yang dapat diambil dari pembahasan tentang grup Abelian yang

dibangun oleh Engel Set berhingga adalah :

1. Jika diberikan suatu grup G, maka berlaku:

i). Untuk sebarang 2 elemen z,9 € G dan semua bilangan bulat
nz1[Emagl =97 mgl
ii). R(G)™! C L(G)
iii). R,(G)™!' C L,.1(G)

2. Sifat-sifat grup Abelian yang dibangun oleh Engel Set berhingga menjadi

grup nilpoten adalah sebagai berikut:

i). Jika G adalah grup metabelian yang dibangun oleh suatu Engel Set .S,
maka sebarang x € S adalah elemen Engel kiri, lebih lanjut G adalah

locally nilpotent.

ii). Setiap elemen tidak trivial dari Z(H ) beraksi fixed point free terhadap

A secara konjugasi.
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iii). Misalkan G = AH = (z,y) adalah minimal counterexample yang
Abelian oleh nilpoten kelas 2, maka A = 73(G), [z,y,y,y] = 1 dan

ly, z,x,x] = 1.

iv). Misalkan © = ah, y = bk dmana a,b € Adan h,k € H. Jika [z,y] =
[h, k] maka [a, k'] = [b,h7Y], [a,h] = 1dan [b,k] = 1dengana #
l1danb # 1.

v). Misalkan G adalah grup Abelian oleh nilpoten kelas 2 yang dibangun

oleh dua mutual elemen Engel x dan y, maka G adalah nilpoten.

4.2. Saran

Berdasarkan pembahasan tentang grup Abelian yang dibangun oleh Engel
Set berhingga, penulis hanya memfokuskan pada grup Abelian yang dibangun oleh
2 elemen Engel Set, sehingga untuk penelitian selanjutnya disarankan untuk
membahas tentang grup Abelian yang dibangun oleh lebih dari dua elemen Engel

Set sehingga menjadi grup nilpoten.
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