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ABSTRAK

SIFAT n-IDEAL LENGKAP DAN p-IDEAL TERHADAP n-IDEAL

LENGKAP PADA B-ALJABAR

Himpunan bilangan bulat terhadap operasi penjumlahan memiliki sifat ter-
tutup, assosiatif, eksistensi elemen identitas, dan eksistensi elemen invers yang me-
rupakan definisi dari sebuah grup. Berdasarkan definisi grup, eksistensi elemen
identitas dan eksistensi elemen invers dijamin. Hal ini memotivasi, jika pada grup
didefinisikan operasi biner lain dengan memanfaatkan operasi biner pada grup ma-
ka muncullah sebuah abstraksi yang disebut dengan K-Aljabar. Berdasarkan defi-
nisi K-Aljabar dengan operasi grupnya adalah operasi penjumlahan ternyata juga
memenuhi beberapa aksioma eksistensi elemen identitas, eksistensi elemen invers,
dan assosiatif. Sehingga dari hal tersebut, muncullah konsep B-Aljabar. Konsep
ideal pada B-Aljabar dapat dikembangkan menjadi Ideal Lengkap dan n-Ideal pada
B-Aljabar. Penelitian ini bertujuan untuk mengembangkan konsep mengenai Ideal
pada B-Aljabar dan akibat yang akan ditimbulkan dari bagaimana sifat-sifat yang
ada di Ideal Lengkap dan n-Ideal pada B-Aljabar, hubungan antara Ideal Lengkap
dengan n-Ideal pada B-Aljabar, dan hubungan antara n-Ideal Lengkap dengan p-
Ideal pada B-Aljabar. Dari hal tersebut, didapatkan hasil bahwa Ideal dari B-Aljabar
X yang merupakan Ideal Lengkap dan n-Ideal disebut n-Ideal Lengkap, dan setiap
p-Ideal dari B-Aljabar X merupakan n-Ideal Lengkap.

Kata kunci: B-Aljabar, Ideal, Ideal Lengkap, n-Ideal dan p-Ideal

xiii
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ABSTRACT

CHARACTERISTIC OF COMPLETE n-IDEAL AND p-IDEAL FOR

COMPLETE n-IDEAL IN B-ALGEBRA

The set of integers to the addition operation has closed, associative proper-
ties, the existence of an identity element, and the existence of an inverse element
which is the definition of a group. Based on the group definition, the existence of
the identity element and the existence of the inverse element are guaranteed. This
motivates, if another binary operation is defined in the group by utilizing binary
operations on the group, an abstraction appears which is called K-Algebra. Based
on the definition of K-Algebra with its group operation is the addition operation,
it also fulfills several axioms of the existence of identity elements, the existence of
inverse elements, and associative. So from this, the concept of B-Algebra emerged.
The ideal concept in B-Algebra can be developed into a Complete Ideal and n-Ideal
in B-Algebra. This study aims to develop the concept of Ideal in B-Algebra and the
consequences of how the properties in Complete Ideal and n-Ideal in B-Algebra,
the relationship between Ideal Complete with ideal n- in B-Algebra, and the rela-
tionship between Complete n-Ideal with p-Ideal in B-Algebra. From this, we get
the result that the Ideal of B-Algebra X which is a Complete Ideal and an n-Ideal
is called a Complete n-Ideal, and every p-Ideal from B-Algebra X is a Complete
n-Ideal.

Keywords: B-Algebra, Ideal, Complete Ideal, n-Ideal, and p-Ideal
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang Masalah

Matematika adalah ilmu yang memiliki keterkaitan erat dengan kehidupan

manusia dalam kesehariannya, yang memiliki ide dan konsep yang logis untuk me-

nyelesaikan sebuah permasalahan. Dengan memanfaatkan ilmu matematika, berba-

gai peristiwa dan permasalahan dalam kehidupan dapat dipecahkan dan diselesaikan

(Jaenal, 2019).

Artinya : ”Dan mereka tinggal dalam gua mereka tiga ratus tahun dan di-

tambah sembilan tahun (lagi)”.

Dalam surat Al-Kahfi/18:25, menegaskan mengenai lamanya Ashabul Kahfi

berada di dalam gua yaitu ”Dan mereka tinggal dalam gua mereka tiga ratus tahun

dan ditambah sembilan tahun (lagi)”. Dari ayat tersebut menyinggung mengenai

operasi penjumlahan yaitu, tiga ratus tahun dan ditambah sembilan tahun.

Operasi penjumlahan yang dipaparkan dalam ayat tersebut, apabila di ma-

tematika dapat dinotasikan menggunakan simbol atau aturan-aturan yang berlaku.

Sehingga pada dasarnya, matematika adalah bahasa yang menggunakan simbol,

angka, dan aturan-aturan yang digunakan untuk bernalar. Di dalam matematika

juga terdapat berbagai macam konsep, salah satunya yaitu himpunan.

1
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2

Himpunan merupakan sekumpulan objek yang terdefinisi dengan jelas. Ar-

ti dari objek merupakan anggota atau elemen dari suatu himpunan (Bhattachar-

ya, 1995). Sedangkan himpunan tidak kosong yang dilengkapi paling sedikit satu

operasi biner, dengan aksioma-aksioma yang ada merupakan definisi dari struktur

aljabar (Nadya, 2010).

Struktur aljabar adalah ilmu yang mempelajari konsep himpunan yang di-

lengkapi dengan satu atau beberapa operasi biner. Adapun konsep struktur aljabar

antara lain grup, ring, field, ruang vektor, modul, dan aljabar (Jaenal, 2019). Him-

punan bilangan bulat Z terhadap operasi penjumlahan (+) memenuhi sifat tertutup,

assosiatif, eksistensi elemen identitas, dan eksistensi elemen invers, serta ketika

bilangan bulat tersebut diabstraksi menjadi sebarang himpunan tak kosong dan ope-

rasi penjumlahan diabstraksi menjadi sebarang operasi biner, akibatnya muncullah

definisi grup. Suatu himpunan tak kosong G yang dilengkapi dengan operasi biner

∗ disebut grup jika memenuhi sifat tertutup, assosiatif, eksistensi elemen identitas,

dan eksistensi elemen invers, yang dinotasikan (G, ∗). Lebih lanjut, jika memenuhi

sifat komutatif maka disebut dengan grup komutatif atau grup abelian (Karl-Heinz,

2010).

Berdasarkan definisi grup, himpunan bilangan bulat terhadap operasi pen-

jumlahan menjamin adanya eksistensi elemen identitas yaitu 0 dan eksistensi ele-

men invers yaitu x−1 = −x. Karena, eksistensi elemen identitas 0 adalah tunggal,

maka terpenuhi bahwa x − 0 = x dan x + 0 = x, untuk setiap bilangan bulat x.

Selanjutnya, karena keeksistensian elemen identitas yang dijamin tunggal, sehing-

ga dapat didefinisikan operasi biner baru pada himpunan semua bilangan bulat Z

yaitu x� y = x− y,∀x, y ∈ Z, maka akan terpenuhi sifat (1) (x− y)− (x− z) =

(x− ((0− z)− (0− y)))− x, (2) x− (x− y) = (x− (0− y))− x, (3) x− 0 = x,
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3

(4) x− x = 0, dan (5) 0− x = −x, ∀x, y, z ∈ Z (Irfan, 2016).

Hal tersebut, memotivasi munculnya definisi dari K-Aljabar yang dinotasik-

an dengan (X, ∗,�, 0), yaitu suatu struktur aljabar yang dibangun atas suatu grup

dengan menggunakan operasi biner � sedemikian sehingga ∀x, y ∈ G didefini-

sikan x � y = x ∗ y−1 dan memenuhi aksioma-aksioma pada K-Aljabar (Irfan,

2016). Berdasarkan definisi dari K-Aljabar dengan operasi grupnya adalah operasi

penjumlahan ternyata juga memenuhi beberapa aksioma eksistensi elemen identi-

tas, eksistensi elemen invers, dan assosiatif. Oleh karena itu, memotivasi suatu

abstraksi sehingga muncullah konsep B-Aljabar. Suatu himpunan tak kosong X de-

ngan operasi biner ∗ dan dilengkapi dengan konstanta 0 disebut dengan B-Aljabar,

jika memenuhi beberapa aksioma yaitu (1) x ∗ x = 0, (2) x ∗ 0 = x, dan (3)

(x ∗ y) ∗ z = x ∗ (z ∗ (0 ∗ y)),∀x, y, z ∈ X (Neggers, 2002).

Analog dengan konsep subgrup, pada B-Aljabar terdapat konsep subaljabar.

Himpunan bagian S dari B-Aljabar X disebut sebagai subaljabar dari X jika untuk

setiap x, y ∈ S, maka berlaku x ∗ y ∈ S. Selanjutnya, dari konsep subaljabar

pada B-Aljabar dapat diabstraksikan ke dalam konsep Ideal pada B-Aljabar, yaitu

ketika pada subaljabar hanya memperhatikan x∗y, sedangkan pada ideal I terdapat

tambahan bahwa y ∈ I . Sehingga konsep dari ideal yaitu sebuah subhimpunan

bagian I, yang memuat 0, berlaku bahwa x ∗ y ∈ I dan y ∈ I sehingga x ∈ I .

Berdasarkan definisi B-Aljabar menyatakan bahwa 0 pasti termuat dalam

himpunan B-Aljabar dan untuk setiap x, y elemen dari B-Aljabar berlaku x ∗ y juga

elemen di B-Aljabar. Jika mengambil y = 0, maka diperoleh x ∗ 0 = x dan x

elemen dari B-Aljabar. Selanjutnya, berdasarkan definisi Ideal I juga akan berlaku

untuk sebarang x dan y = 0 yaitu x ∗ y = x ∗ 0 = x ∈ I dan 0 ∈ I , berakibat

x ∈ I . Sehingga akan muncul pertanyaan, apakah akan dijamin bahwa x ∗ y ∈ I
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dan y ∈ I , maka x ∈ I . Oleh karena itu, memotivasi munculnya definisi dari Ideal

Lengkap, yaitu x∗ y ∈ I , untuk setiap y ∈ I dengan y 6= 0, maka x ∈ I (Abdullah,

2017).

Sedangkan, berdasarkan himpunan bilangan bulat Z pasti berlaku an ∈ Z,

untuk n adalah bilangan bulat Z lebih dari nol, sehingga an tidak sama dengan nol.

Sehingga jika dikaitkan dengan definisi Ideal I pada B-Aljabar dan jika an ∈ I ,

maka akan memotivasi munculnya definisi dari n-Ideal. Ideal I dari B-Aljabar X

disebut n-Ideal jika untuk setiap x ∈ X, x∗y ∈ I dan y ∈ I , terdapat n ∈ Z>0, xn 6=

0, berakibat xn ∈ I (Abdullah, 2017).

Selanjutnya, berdasarkan konsep Ideal pada B-Aljabar dapat diabstraksikan

ke dalam konsep p-Ideal pada B-Aljabar, yaitu apabila pada Ideal hanya memper-

hatikan x ∗ y ∈ I dan y ∈ I . Sedangkan pada p-Ideal terdapat tambahan z diantara

x ∗ y. Sehingga konsep dari p-Ideal yaitu sebuah himpunan bagian I dari B-Aljabar

X , yang memuat 0, berlaku bahwa (x ∗ z) ∗ (y ∗ z) ∈ I dan y ∈ I sedemikian

sehingga x ∈ I,∀x, y, z ∈ X .

Adapun beberapa penelitian terdahulu yang membahas mengenai Ideal pa-

da B-Aljabar. Seperti halnya, pada penelitian T. Senapati yang memperkenalkan

konsep mengenai Subaljabar, Ideal, dan Ideal Tertutup pada B-Aljabar yang diben-

tuk dari Homomorfisma pada B-Aljabar (Senapati, 2015). Sedangkan, pada tugas

akhir oleh Lusi Sarwo Endah membahas mengenai ideal-ideal pada Aljabar BCI

P-Semisimple yang terbangun dari karakterisasi grup modulo n, dan memperoleh

hasil bahwa terdapat berbagai macam bentuk Ideal pada Aljabar BCI P-Semisimple,

salah satunya yaitu terdapat konsep mengenai p-Ideal (Endah, 2011).

Sehingga berdasarkan pemaparan dari penelitian terdahulu, maka penelitian

ini digunakan untuk mengembangkan konsep mengenai Ideal pada B-Aljabar dan
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akibatnya akan timbul suatu pertanyaan yaitu bagaimana sifat-sifat yang ada pada

Ideal Lengkap dengan n-Ideal, sehingga dengan menggunakan sifat-sifat tersebut

mendapatkan suatu relasi antara Ideal Lengkap dan n-Ideal pada B-Aljabar. Serta

akan mengkaji mengenai hubungan antara n-Ideal Lengkap dengan p-Ideal pada

B-Aljabar.

1.2. Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang yang telah dipaparkan, maka dirumuskan per-

masalahan yang akan dibahas sebagai berikut :

1. Bagaimana sifat-sifat dari Ideal lengkap dan n-Ideal pada B-Aljabar ?

2. Bagaimana hubungan antara Ideal lengkap dengan n-Ideal pada B-Aljabar ?

3. Bagaimana hubungan antara n-Ideal Lengkap dengan p-Ideal pada B-Aljabar

?

1.3. Tujuan Penelitian

Berdasarkan rumusan masalah diatas, maka tujuan dari penelitian ini sebagai

berikut :

1. Untuk menunjukkan sifat-sifat dari Ideal lengkap dan n-Ideal pada B-Aljabar.

2. Untuk menunjukkan hubungan antara Ideal lengkap dengan n-Ideal pada B-

Aljabar.

3. Untuk menunjukkan hubungan antara n-Ideal Lengkap dengan p-Ideal pada

B-Aljabar.
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1.4. Manfaat Penelitian

Manfaat yang diharapkan dari penelitian ini yaitu :

1. Manfaat Teoritis

Dengan adanya penelitian ini diharapkan dapat menjadi referensi untuk meng-

kaji ulang atau mengembangkan penelitian ini.

2. Manfaat Praktis

Dengan adanya penelitian ini diharapkan dapat menambah pengetahuan dan

keilmuan mengenai konsep-konsep dari Ideal Lengkap, n-Ideal, dan p-Ideal

pada B-Aljabar.

1.5. Sistematika Penulisan

BAB I PENDAHULUAN

Pada bab ini memaparkan secara singkat mengenai latar belakang, rumusan masa-

lah, tujuan penelitian, manfaat penelitian, dan sistematika penyusunan.

BAB II TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini memaparkan mengenai definisi, 0-Komutatif, Subaljabar, Normal,

dan Ideal pada B-Aljabar.

BAB III METODE PENELITIAN

Pada bab ini memaparkan mengenai metode penelitian, sehingga penelitian dapat

terarah dengan baik dalam hal materi dan waktu pengerjaannya.
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BAB IV HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bab ini memaparkan hasil dan pembahasan mengenai sifat-sifat Ideal leng-

kap, n-Ideal, dan p-Ideal pada B-Aljabar, serta hubungan antara Ideal lengkap

dengan n-Ideal, dan hubungan antara n-Ideal Lengkap dengan p-Ideal pada B-

Aljabar.

BAB V PENUTUP

Pada bab ini memaparkan mengenai kesimpulan dan saran dari hasil penelitian

yang telah diperoleh.
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BAB II

TINJAUAN PUSTAKA

Pada pembahasan ini akan dibahas tentang definisi dan sifat-sifat pada B-

Aljabar. Serta mengintegrasikan konsep Aljabar dengan Al-Qur’an.

2.1. B-Aljabar

Pada subbab ini akan dibahas mengenai definisi, 0-Komutatif, subaljabar,

normal dan ideal dari B-Aljabar.

Definisi 2.1.1 (Neggers, 2002) B-Aljabar merupakan himpunan X tak kosong de-

ngan operasi biner ∗ dan dilengkapi dengan konstanta 0 yang memenuhi aksioma

berikut.

i x ∗ x = 0,

ii x ∗ 0 = x,

iii (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (z∗(0 ∗ y))

Untuk semua x, y, z ∈ X .

Contoh 2.1.2 (Neggers, 2002) Himpunan X = {0, 1, 2} dengan operasi biner ∗

didefinisikan pada tabel berikut.

8
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Tabel 2.1 Tabel Cayley Himpunan X Terhadap Operasi ∗

∗ 0 1 2
0 0 2 1
1 1 0 2
2 2 1 0

Himpunan X merupakan B-Aljabar sebab :

i. x ∗ x = 0, maka

0 ∗ 0 = 0

1 ∗ 1 = 0

2 ∗ 2 = 0

ii. x ∗ 0 = x, maka

0 ∗ 0 = 0

1 ∗ 0 = 1

2 ∗ 0 = 2

iii. (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (z ∗ (0 ∗ y))

Misalkan x = 0, y = 0, z = 0, maka

(0 ∗ 0) ∗ 0 = 0 ∗ (0 ∗ (0 ∗ 0)) = 0

Misalkan x = 0, y = 0, z = 1, maka

(0 ∗ 0) ∗ 1 = 0 ∗ (1 ∗ (0 ∗ 0)) = 2

Hal ini juga berlaku untuk setiap x, y, z ∈ X .

Contoh 2.1.3 (Neggers, 2002) Misalkan X = {0, 1, 2, 3} dengan operasi biner ∗

didefinisikan pada tabel berikut.
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Tabel 2.2 Tabel Cayley X Terhadap Operasi Biner ∗

∗ 0 1 2 3
0 0 3 2 1
1 1 0 3 2
2 2 1 0 3
3 3 2 1 0

Himpunan X merupakan B-Aljabar sebab :

i. x ∗ x = 0, maka

0 ∗ 0 = 0

1 ∗ 1 = 0

2 ∗ 2 = 0

3 ∗ 3 = 0

ii. x ∗ 0 = x, maka

0 ∗ 0 = 0

1 ∗ 0 = 1

2 ∗ 0 = 2

3 ∗ 0 = 3

iii. (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (z ∗ (0 ∗ y))

Misalkan x = 0, y = 0, z = 0, maka

(0 ∗ 0) ∗ 0 = 0 ∗ (0 ∗ (0 ∗ 0)) = 0

Misalkan x = 0, y = 1, z = 2, maka

(0 ∗ 1) ∗ 2 = 0 ∗ (2 ∗ (0 ∗ 1)) = 1

Hal ini juga berlaku untuk setiap x, y, z ∈ X .

Contoh 2.1.4 (Neggers, 2002) Himpunan X = {0, 1, 2, 3, 4, 5} dengan operasi

biner ∗ didefinisikan pada tabel berikut.
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Tabel 2.3 Tabel Cayley

∗ 0 1 2 3 4 5
0 0 2 1 3 4 5
1 1 0 2 4 5 3
2 2 1 0 5 3 4
3 3 4 5 0 2 1
4 4 5 3 1 0 2
5 5 3 4 2 1 0

Himpunan X merupakan B-Aljabar sebab :

i. x ∗ x = 0, maka

0 ∗ 0 = 0

1 ∗ 1 = 0

2 ∗ 2 = 0

3 ∗ 3 = 0

4 ∗ 4 = 0

5 ∗ 5 = 0

ii. x ∗ 0 = x, maka

0 ∗ 0 = 0

1 ∗ 0 = 1

2 ∗ 0 = 2

3 ∗ 0 = 3

4 ∗ 0 = 4

5 ∗ 0 = 5

iii. (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (z ∗ (0 ∗ y))

Misalkan x = 0, y = 0, z = 0, maka

(0 ∗ 0) ∗ 0 = 0 ∗ (0 ∗ (0 ∗ 0)) = 0

Misalkan x = 1, y = 2, z = 3, maka
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(1 ∗ 2) ∗ 3 = 1 ∗ (3 ∗ (0 ∗ 2)) = 5

Hal ini juga berlaku untuk setiap x, y, z ∈ X .

Contoh 2.1.5 Diberikan suatu himpunan bilangan bulat Z yang dilengkapi dengan

operasi pengurangan bilangan−. Akan ditunjukkan (Z,−, 0) merupakan B-Aljabar,

sebab :

Ambil sebarang x = 2, y = 3, dan z = 4, diperoleh

i. x− x = 0, maka

x− x = 2− 2 = 0

Hal ini juga berlaku untuk setiap x ∈ Z memenuhi x − x = 0. Sehingga

aksioma (i) terpenuhi.

ii. x− 0 = x, maka

x− 0 = 2− 0 = 2

Hal ini juga berlaku untuk setiap x ∈ Z memenuhi x − 0 = x. Sehingga

aksioma (ii) terpenuhi.
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iii. (x− y)− z = x− (z − (0− y)), maka

(x− y)− z = (2− 3)− 4

= (−1)− 4

= −5× (−1)

= 5

x− (z − (0− y)) = 2− (4− (0− 3))

= 2− (4− (−3))

= 2− (7)

= −5× (−1)

= 5

Hal ini juga berlaku untuk setiap x, y, z ∈ Z memenuhi (x−y)− z = x− (z−

(0− y)). Sehingga aksioma (iii) terpenuhi.

Karena aksioma (i), (ii), dan (iii) terpenuhi, maka terbukti bahwa (Z,−, 0) meru-

pakan B-Aljabar.

Contoh 2.1.6 Diberikan suatu himpunan

M2×2(Z) =


m11 m12

m21 m22

 | m11,m12,m21,m22 ∈ Z

 .

Akan ditunjukkan

M2×2(Z),−,

0 0

0 0


 B-Aljabar.

Ambil sebarang X =


m11 m12

m21 m22

 | m11,m12,m21,m22 ∈ Z

 ,
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Y =


n11 n12

n21 n22

 | n11, n12, n21, n22 ∈ Z

 , dan

Z =


p11 p12

p21 p22

 | p11, p12, p21, p22 ∈ Z

.

i. X −X = 0, yaitu

X −X =

m11 m12

m21 m22

−
m11 m12

m21 m22


=

m11 −m11 m12 −m12

m21 −m21 m22 −m22


=

0 0

0 0



ii. X − 0 = X , yaitu

X − 0 =

m11 m12

m21 m22

−
0 0

0 0


=

m11 − 0 m12 − 0

m21 − 0 m22 − 0


=

m11 m12

m21 m22


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iii. (X − Y )− Z = X − (Z − (0− Y ), yaitu

(X − Y )− Z =


m11 m12

m21 m22

−
n11 n12

n21 n22


−

p11 p12

p21 p22


=


m11 − n11 m12 − n12

m21 − n21 m22 − n22


−

p11 p12

p21 p22


=

m11 − n11 − p11 m12 − n12 − p12

m21 − n21 − p21 m22 − n22 − p22



X − (Z − (0− Y )) =

m11 m12

m21 m22

−

p11 p12

p21 p22

−

0 0

0 0

−
n11 n12

n21 n22





=

m11 m12

m21 m22

−

p11 p12

p21 p22

−
−n11 −n12

−n21 −n22




=

m11 m12

m21 m22

−
p11 + n11 p12 + n12

p21 + n21 p22 + n22


=

m11 − (p11 + n11) m12 − (p12 + n12)

m21 − (p21 + n21) m22 − (p22 + n22)


=

m11 − n11 − p11 m12 − n12 − p12

m21 − n21 − p21 m22 − n22 − p22



Sehingga terbukti bahwa matriks M2×2(Z) merupakan B-Aljabar.
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Contoh 2.1.7 Diberikan matriks diagonal

D =


m11 0

0 m22

 | m11,m22 ∈ Z

 dengan D ∈M2×2(Z).

Akan ditunjukkan

D,−,

0 0

0 0


 B-Aljabar.

Ambil sebarang X =

m11 0

0 m22

 , Y =

n11 0

0 n22

 , dan Z =

p11 0

0 p22

.

i. X −X = 0, yaitu

X −X =

m11 0

0 m22

−
m11 0

0 m22


=

m11 −m11 0

0 m22 −m22


=

0 0

0 0



ii. X − 0 = X , yaitu

X − 0 =

m11 0

0 m22

−
0 0

0 0


=

m11 − 0 0

0 m22 − 0


=

m11 0

0 m22


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iii. (X − Y )− Z = X − (Z − (0− Y )), yaitu

(X − Y )− Z =


m11 0

0 m22

−
n11 0

0 22


−

p11 0

0 p22


=


m11 − n11 0

0 m22 − n22


−

p11 0

0 p22


=

m11 − n11 − p11 0

0 m22 − n22 − p22



X − (Z − (0− Y )) =

m11 0

0 m22

−

p11 0

0 p22

−

0 0

0 0

−
n11 0

0 n22





=

m11 0

0 m22

−

p11 0

0 p22

−
−n11 0

0 −n22




=

m11 0

0 n22

−
p11 + n11 0

0 p22 + n22


=

m11 − (p11 + n11) 0

0 m22 − (p11 + n11)


=

m11 − n11 − p11 0

0 m22 − n22 − p22


Sehingga terbukti bahwa matriks diagonal D merupakan B-Aljabar.

Proposisi 2.1.8 (Abdullah, 2017) Jika (X, ∗, 0) merupakan B-Aljabar, maka

1) (x ∗ y) ∗ (0 ∗ y) = x,

2) x ∗ z = y ∗ z berarti x = y,
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3) x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ (0 ∗ z)) ∗ y,

4) x ∗ y = 0 berarti x = y,

5) 0 ∗ x = 0 ∗ y berarti x = y,

6) 0 ∗ (0 ∗ x) = x,

7) 0 ∗ (x ∗ y) = y ∗ x,

8) (x ∗ z) ∗ (y ∗ z) = x ∗ y

Untuk semua x, y, z ∈ X .

Bukti. Diketahui : (X, ∗, 0) merupakan B-Aljabar.

1) Berdasarkan Definisi 2.1.1 poin (iii) (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (z ∗ (0 ∗ y)). Dipunyai

(x ∗ y) ∗ (0 ∗ y) = x ∗ ((0 ∗ y) ∗ (0 ∗ y))

Pada Definisi 2.1.1 poin (i) x ∗ x = 0, maka

(x ∗ y) ∗ (0 ∗ y) = x ∗ ((0 ∗ y) ∗ (0 ∗ y))

(x ∗ y) ∗ (0 ∗ y) = x ∗ 0

Berdasarkan Definisi 2.1.1 poin (ii) menghasilkan (x ∗ y) ∗ (0 ∗ y) = x. Jadi

terbukti bahwa (x ∗ y) ∗ (0 ∗ y) = x.

2) Diketahui x ∗ z = y ∗ z. Akan ditunjukkan x = y. Diperhatikan,

x ∗ z = y ∗ z

(x ∗ z) ∗ (0 ∗ z) = (y ∗ z) ∗ (0 ∗ z)

x = y Proposisi 2.1.8 poin (1)
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3) Diperhatikan,

y ∗ z = (y ∗ z) ∗ 0 Definisi 2.1.1 poin (ii)

= y ∗ (0 ∗ (0 ∗ z)) Definisi 2.1.1 poin (iii)

Selanjutnya, dari y ∗ z = y ∗ (0 ∗ (0 ∗ z)), diperoleh

(x ∗ (0 ∗ z)) ∗ y = x ∗ (y ∗ (0 ∗ (0 ∗ z))) Definisi 2.1.1 poin (iii)

= x ∗ (y ∗ z)

Sehingga terbukti bahwa x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ (0 ∗ z)) ∗ y.

4) Diketahui x ∗ y = 0. Akan ditunjukkan x = y. Diperhatikan,

x ∗ y = 0

x ∗ y = y ∗ y Definisi 2.1.1 poin (i)

x = y Proposisi 2.1.8 poin (2)

Terbukti bahwa x ∗ y = 0 berarti x = y.
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5) Diketahui 0 ∗ x = 0 ∗ y. Akan ditunjukkan x = y. Diperhatikan,

0 = x ∗ x Definisi 2.1.1 poin (i)

= (x ∗ x) ∗ 0 Definisi 2.1.1 poin (ii)

= x ∗ (0 ∗ (0 ∗ x)) Definisi 2.1.1 poin (iii)

= x ∗ (0 ∗ (0 ∗ y)) Diketahui 0 ∗ x = 0 ∗ y

= (x ∗ y) ∗ 0 Definisi 2.1.1 poin (iii)

= x ∗ y Definisi 2.1.1 poin (ii)

6) Ambil sebarang x ∈ X . Diperhatikan,

0 ∗ x = (0 ∗ x) ∗ 0 Definisi 2.1.1 poin (ii)

0 ∗ x = 0 ∗ (0 ∗ (0 ∗ x)) Definisi 2.1.1 poin (iii)

x = 0 ∗ (0 ∗ x) Proposisi 2.1.8 poin (5)

Sehingga terbukti bahwa 0 ∗ (0 ∗ x) = x.

7) Dipunyai 0 ∗ (x ∗ y). Dengan menggunakan Proposisi 2.1.8 poin (3) diperoleh

0 ∗ (x ∗ y) = (0 ∗ (0 ∗ y)) ∗ x Proposisi 2.1.8 poin (3)

= y ∗ x Proposisi 2.1.8 poin (6)

Sehingga terbukti bahwa 0 ∗ (x ∗ y) = y ∗ x.
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8) Diperhtikan,

(x ∗ z) ∗ (y ∗ z) = x ∗ ((y ∗ z) ∗ (0 ∗ z)) Definisi 2.1.1 poin (iii)

= x ∗ y Proposisi 2.1.8 poin (1)

�

Definisi 2.1.9 (Neggers, 2002) B-Aljabar (X, ∗, 0) dikatakan 0-Komutatif jika x ∗

(0 ∗ y) = y ∗ (0 ∗ x) untuk semua x, y ∈ X .

Contoh 2.1.10 (Neggers, 2002) Berdasarkan Contoh 2.1.2 himpunan X = {0, 1, 2, 3}

merupakan 0-Komutatif sebab :

Akan ditunjukkan x ∗ (0 ∗ y) = y ∗ (0 ∗ x) untuk semua x, y ∈ X , diperoleh

• x∗(0∗y) = y∗(0∗x) = 0∗(0∗2) = 2∗(0∗0) = 2 ∈ X dengan x = 0 ∈ X ,

dan y = 2 ∈ X .

• x∗(0∗y) = y∗(0∗x) = 1∗(0∗2) = 2∗(0∗1) = 0 ∈ X dengan x = 1 ∈ X ,

dan y = 2 ∈ X .

• x∗(0∗y) = y∗(0∗x) = 2∗(0∗0) = 0∗(0∗2) = 2 ∈ X dengan x = 2 ∈ X ,

dan y = 0 ∈ X .

Hal ini juga berlaku untuk semua x, y ∈ X .

Proposisi 2.1.11 (Abdullah, 2017) Jika (X, ∗, 0) merupakan 0-Komutatif B-Aljabar,

maka

1) (0 ∗ x) ∗ (0 ∗ y) = y ∗ x,

2) (x ∗ y) ∗ z = (x ∗ z) ∗ y,
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3) [x ∗ (x ∗ y)] ∗ y = 0,

4) (x ∗ z) ∗ (y ∗ t) = (t ∗ z) ∗ (y ∗ x)

Untuk semua x, y, z, t ∈ X .

Bukti. Diketahui : (X, ∗, 0) merupakan 0-Komutatif pada B-Aljabar.

1) Diperhatikan,

(0 ∗ x) ∗ (0 ∗ y) = 0 ∗ (x ∗ (0 ∗ y)) Definisi 2.1.1 poin (iii)

= 0 ∗ (y ∗ (0 ∗ x)) Definisi 2.1.9

= y ∗ (0 ∗ (0 ∗ x)) Definisi 2.1.1 poin (iii)

= y ∗ x Proposisi 2.1.8 poin (4)

2) Diperhatikan,

(x ∗ y) ∗ z = x ∗ (z ∗ (0 ∗ y)) Definisi 2.1.1 poin (iii)

= x ∗ (y ∗ (0 ∗ z)) Definisi 2.1.9

= (x ∗ z) ∗ y Definisi 2.1.1 poin (iii)

3) Misalkan y = x ∗ y dan z = y. Diperoleh

[x ∗ (x ∗ y)] ∗ y = (x ∗ y) ∗ (x ∗ y) Proposisi 2.1.11 poin (2)

= 0 Definisi 2.1.1 poin (i)
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4) Misalkan y = z dan z = y ∗ t. Diperoleh

(x ∗ z) ∗ (y ∗ t) = x ∗ [(y ∗ t) ∗ (0 ∗ z)] Definisi 2.1.1 poin (iii)

= x ∗ [y ∗ {(0 ∗ z) ∗ (0 ∗ t)}] Definisi 2.1.1 poin (iii)

= x ∗ (y ∗ (t ∗ z)) Proposisi 2.1.11 poin (1)

= [x ∗ (0 ∗ (t ∗ z))] ∗ y Proposisi 2.1.8 poin (2)

= [(t ∗ z) ∗ (0 ∗ x)] ∗ y Definisi 2.1.9

= (t ∗ z) ∗ [y ∗ (0 ∗ (0 ∗ x))] Definisi 2.1.1 poin (iii)

= (t ∗ z) ∗ (y ∗ x) Proposisi 2.1.8 poin (4)

�

Proposisi 2.1.12 (Abdullah, 2017) B-Aljabar (X, ∗, 0) adalah 0-Komutatif jika dan

hanya jika x ∗ (y ∗ z) = z ∗ (y ∗ x).

Bukti. (⇒) Diperhatikan,

x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ 0) ∗ (y ∗ z) Definisi 2.1.1 poin (ii)

= (z ∗ 0) ∗ (y ∗ x) Proposisi 2.1.8 poin (4)

= z ∗ (y ∗ x) Definisi 2.1.1 poin (ii)

(⇐) Diketahui x ∗ (y ∗ z) = z ∗ (y ∗ x) dan x, y, z ∈ X . Misalkan y = 0 dan

z = y. Akibatnya dipunyai x ∗ (0 ∗ y) = y ∗ (0 ∗x). Jadi diperoleh bahwa X adalah

0-Komutatif dari B-Aljabar. �

Proposisi 2.1.13 (Abdullah, 2017) Misalkan (X, ∗, 0) merupakan B-Aljabar. Jika

0 ∗ x = x, maka (X, ∗, 0) adalah 0-Komutatif B-Aljabar.
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Bukti. Diketahui : (X, ∗, 0) merupakan B-Aljabar dan 0 ∗ x = x.

Akan ditunjukkan bahwa (X, ∗, 0) adalah 0-Komutatif B-Aljabar.

Berdasarkan Definisi 2.1.9 dab berdasarkan diketahui, diperoleh

x ∗ (0 ∗ y) = x ∗ y = (0 ∗ x) ∗ y

Selanjutnya, dengan menggunakan Definisi 2.1.1 poin (iii), didapatkan

(0 ∗ x) ∗ y = 0 ∗ (y ∗ (0 ∗ x))

Karena x∗(0∗y) = (0∗x)∗y dan (0∗x)∗y = y∗(0∗x), maka x∗(0∗y) = y∗(0∗x).

Jadi, X terbukti merupakan B-Aljabar 0-Komutatif. �

Proposisi 2.1.14 (Abdullah, 2017) Misalkan (X, ∗, 0) merupakan B-Aljabar 0-

Komutatif. Jika x ∗ y = y ∗ x, maka x = 0 ∗ x.

Bukti. Diketahui : (X, ∗, 0) merupakan B-Aljabar 0-Komutatif dan x ∗ y = y ∗ x

Akan ditunjukkan bahwa x = 0 ∗ x.

Diperhatikan pada Proposisi 2.1.8 poin (1) yaitu

x = (x ∗ y) ∗ (0 ∗ y) (2.1)

Karena x ∗ y = y ∗ x, maka Persamaan (2.1) menjadi

(x ∗ y) ∗ (0 ∗ y) = (0 ∗ y) ∗ (x ∗ y) (2.2)

Diperhatikan Proposisi 2.1.11 poin (4) (x∗ z)∗ (y ∗ t) = (t∗ z)∗ (y ∗x), sedemikin
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sehingg diperoleh

(0 ∗ y) ∗ (x ∗ y) = (y ∗ y) ∗ (x ∗ 0)

x = 0 ∗ (x ∗ 0) Persamaan 2.1 dan 2.2, serta Definisi 2.1.1 poin (i)

x = 0 ∗ x Definisi 2.1.1 poin (ii)

Sehingga terbukti bahwa (X, ∗, 0) merupakan B-Aljabar 0-Komutatif. Jika x ∗ y =

y ∗ x, maka x = 0 ∗ x. �

Definisi 2.1.15 (Abdullah, 2017) Himpunan bagian tak kosong S dari B-Aljabar X

disebut sebagai Subaljabar dari X jika x ∗ y ∈ S untuk setiap x, y ∈ S.

Contoh 2.1.16 Berdasarkan Contoh 2.1.3 merupakan Subaljabar dari B-Aljabar se-

bab :

Misalkan S = {0, 2}. Akan ditunjukkan x ∗ y ∈ S,∀x, y ∈ S. Berdasarkan Tabel

2.2 didapatkan

x ∗ y = 0 ∗ 0 = 0 ∈ S

x ∗ y = 0 ∗ 2 = 2 ∈ S

x ∗ y = 2 ∗ 0 = 2 ∈ S

x ∗ y = 2 ∗ 2 = 0 ∈ S

Sehingga terbukti bahwa S = {0, 2} merupakan Subaljabar dari B-Aljabar.

Definisi 2.1.17 (Abdullah, 2017) Diberikan B-Aljabar X . Himpunan bagian tak

kosong N ⊆ X disebut Normal jika untuk setiap x ∗ y, a ∗ b ∈ N dengan x, y, a, b ∈

X berlaku (x ∗ a) ∗ (y ∗ b) ∈ N .
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Contoh 2.1.18 Berdasarkan Contoh 2.1.4 merupakan Normal dari B-Aljabar sebab :

Misalkan N = {0, 4}. Akan ditunjukkan x ∗ y, a ∗ b ∈ N berlaku (x ∗ a) ∗ (y ∗ b) ∈

N . Berdasarkan Tabel 2.3 diperoleh

• (x ∗ a) ∗ (y ∗ b) = (0 ∗ 0) ∗ (0 ∗ 0) = 0 ∗ 0 = 0 ∈ N

• (x ∗ a) ∗ (y ∗ b) = (4 ∗ 0) ∗ (0 ∗ 4) = 4 ∗ 4 = 0 ∈ N

• (x ∗ a) ∗ (y ∗ b) = (1 ∗ 3) ∗ (3 ∗ 1) = 4 ∗ 4 = 0 ∈ N

• (x ∗ a) ∗ (y ∗ b) = (5 ∗ 2) ∗ (2 ∗ 5) = 4 ∗ 4 = 0 ∈ N

Hal ini juga berlaku untuk setiap x, y, a, b ∈ X memenuhi (x ∗ a) ∗ (y ∗ b) ∈ N .

Sehingga terbukti bahwa N = {0, 4} merupakan Normal dari B-Aljabar.

Proposisi 2.1.19 (Abdullah, 2017) Setiap Normal dari B-Aljabar X merupakan

Subaljabar.

Bukti. Ambil sebarang Normal S dari B-Aljabar X . Selanjutnya, ambil sebarang

x, y, x ∗ 0, dan y ∗ 0 ∈ S. Diperhatikan,

x ∗ y = (x ∗ y) ∗ (0 ∗ 0)

x ∗ y = (x ∗ y) ∗ 0 ∈ S. Karena berlaku x ∗ y ∈ S. Jadi S adalah Subaljabar. �

Contoh 2.1.20 Karena kebalikan dari pernyataan pada Proposisi 2.1.19 tersebut ti-

dak benar, jika diberikan sebuah himpunan B-Aljabar X = {0, 1, 2, 3, 4, 5} dengan

operasi biner ∗ didefinisikan pada Tabel 2.3. Hal tersebut merupakan ingkaran, ka-

rena pada contoh ini merupakan Subaljabar pada B-Aljabar, namun bukan Normal

dari B-Aljabar sebab :

Misalkan S = {0, 4}. Jika mengambil x = 0, y = 4 ⇒ x ∗ y = 0 ∗ 4 = 4 ∈ S dan

mengambil x = 4, y = 0⇒ x ∗ y = 4 ∗ 0 = 4 ∈ S, sehingga S terbukti merupakan
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subaljabar dari B-Aljabar.

Sedangkan, jika mengambil x = 3, y = 1 ⇒ x ∗ y = 3 ∗ 1 = 4 ∈ S dan meng-

ambil a = 2, b = 5 ⇒ a ∗ b = 2 ∗ 5 = 4 ∈ S, maka menjadi (x ∗ a) ∗ (y ∗ b) =

(3 ∗ 2) ∗ (1 ∗ 5) = 5 ∗ 3 = 2 /∈ S. Jadi S = {0, 4} merupakan Subaljabar pada

B-Aljabar, tetapi bukan Normal.

Proposisi 2.1.21 (Abdullah, 2017) Jika N Subaljabar dari B-Aljabar 0-Komutatif

maka N adalah Normal.

Bukti. Diketahui : N Subaljabar dari B-Aljabar 0-Komutatif.

Akan ditunjukkan N adalah Normal.

Ambil sebarang x ∗ y, a ∗ b ∈ N

(x ∗ a) ∗ (y ∗ b) = (b ∗ a) ∗ (y ∗ x) Proposisi 2.1.11 poin (4)

= b ∗ [(y ∗ x) ∗ (0 ∗ a)] Definisi 2.1.1 poin (iii)

= b ∗ [(a ∗ x) ∗ (0 ∗ y)] Proposisi 2.1.11 poin (4)

= b ∗ [a ∗ ((0 ∗ y) ∗ (0 ∗ x))] Definisi 2.1.1 poin (iii)

= b ∗ [a ∗ (x ∗ y)] Proposisi 2.1.11 poin (1)

= [b ∗ (0 ∗ (x ∗ y))] ∗ a Proposisi 2.1.8 poin (2)

= [b ∗ (y ∗ x)] ∗ a Proposisi 2.1.8 poin (6)

= [(b ∗ (0 ∗ x)) ∗ y] ∗ a Proposisi 2.1.8 poin (2)

= (b ∗ (0 ∗ x)) ∗ (a ∗ (0 ∗ y)) Definisi 2.1.1 poin (iii)

= [(0 ∗ y) ∗ (0 ∗ x)] ∗ (a ∗ b) Proposisi 2.1.11 poin (4)

= (x ∗ y) ∗ (a ∗ b) Proposisi 2.1.11 poin (1)
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Karena N subaljabar, maka (x ∗ y) ∗ (a ∗ b) ∈ N dan (x ∗ a) ∗ (y ∗ b) ∈ N . Se-

hingga terbukti bahwa N adalah normal. �

Definisi 2.1.22 (Abdullah, 2017) Himpunan tak kosong I subset dari B-Aljabar X

disebut Ideal dari X jika memenuhi aksioma berikut.

i. 0 ∈ I

ii. x ∗ y ∈ I dan y ∈ I ⇒ x ∈ I

Contoh 2.1.23 Berdasarkan Contoh 2.1.3, himpunan I = {0, 2} merupakan Ideal

dari B-Aljabar sebab :

i. Karena I = {0, 2}, maka jelas bahwa 0 anggota di I .

ii. Untuk x ∗ y ∈ I dan y ∈ I , maka diperoleh x ∈ I .

• x ∗ y = 0 ∗ 0 = 0 ∈ I dan y = 0 ∈ I ⇒ x = 0 ∈ I

• x ∗ y = 0 ∗ 2 = 2 ∈ I dan y = 2 ∈ I ⇒ x = 0 ∈ I

• x ∗ y = 2 ∗ 0 = 2 ∈ I dan y = 0 ∈ I ⇒ x = 2 ∈ I

• x ∗ y = 2 ∗ 2 = 0 ∈ I dan y = 2 ∈ I ⇒ x = 2 ∈ I

Karena aksioma (i) dan (ii) terpenuhi. Sehingga terbukti bahwa I = {0, 2} meru-

pakan Ideal dari B-Aljabar.

Contoh 2.1.24 Berdasarkan Contoh 2.1.4, himpunan I = {0, 4} merupakan Ideal

dari B-Aljabar sebab :

i. Karena I = {0, 4}, maka jelas bahwa 0 anggota di I .

ii. Untuk x ∗ y ∈ I dan y ∈ I , maka diperoleh x ∈ I .
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• x ∗ y = 0 ∗ 0 = 0 ∈ I dan y = 0 ∈ I ⇒ x = 0 ∈ I

• x ∗ y = 0 ∗ 4 = 4 ∈ I dan y = 4 ∈ I ⇒ x = 0 ∈ I

• x ∗ y = 4 ∗ 0 = 4 ∈ I dan y = 0 ∈ I ⇒ x = 4 ∈ I

• x ∗ y = 4 ∗ 4 = 0 ∈ I dan y = 4 ∈ I ⇒ x = 4 ∈ I

Karena aksioma (i) dan (ii) terpenuhi. Sehingga terbukti bahwa I = {0, 4} meru-

pakan Ideal dari B-Aljabar.

Contoh 2.1.25 Diberikan himpunan bilangan bulat Z terhadap operasi pengurang-

an bilangan −. Berdasarkan Contoh 2.1.5 (Z,−, 0) merupakan B-Aljabar. Akan

ditunjukkan I = 3Z merupakan Ideal dari B-Aljabar.

i. Karena I = 3Z, jelas bahwa terdapat 0 anggota di I .

ii. Untuk x− y ∈ I dan y ∈ I ⇒ x ∈ I .

Misalkan x− y = 3a dan y = 3b, diperoleh

x− y = 3a

x− 3b = 3a

x = 3a+ 3b

x = 3 (a+ b) ∈ I

Karena aksioma (i) dan (ii) terpenuhi.

Sehingga terbukti bahwa I = 3Z merupakan Ideal dari B-Aljabar.

Contoh 2.1.26 Berdasarkan Contoh 2.1.6

M2×2(Z),−,

0 0

0 0


 merupakan B-
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Aljabar. Akan ditunjukkan I =


0 m12

0 m22

 | m12,m22 ∈ Z

 Ideal dari B-Aljabar.

i. Karena I =


0 m12

0 m22

 | m12,m22 ∈ Z

, jelas bahwa terdapat

0 0

0 0

 ∈ I .

ii. Untuk X − Y ∈ I dan Y ∈ I , maka diperoleh X ∈ I .

Misalkan X − Y =

0 m12

0 m22

, dan Y =

0 n12

0 n22

.

X − Y =

0 m12

0 m22


X −

0 n12

0 n22

 =

0 m12

0 m22


X =

0 m12

0 m22

+

0 n12

0 n22


X =

0 m12 + n12

0 m22 + n22

 ∈ I

Karena aksioma (i) dan (ii) terpenuhi. Sehingga terbukti bahwa I merupakan Ideal

dari B-Aljabar.

Contoh 2.1.27 Berdasarkan Contoh 2.1.7

D,−,

0 0

0 0


 merupakan B-Aljabar.

Akan ditunjukkan I =


m11 0

0 m22

 | m11,m22 ∈ Z

 Ideal dari B-Aljabar.
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i. Karena I =


m11 0

0 m22

 | m11,m22 ∈ Z

, jelas bahwa terdapat

0 0

0 0

 ∈
I .

ii. Untuk X − Y ∈ I dan Y ∈ I , maka diperoleh X ∈ I .

Misalkan X − Y =

m11 0

0 m22

, dan Y =

n11 0

0 n22

.

X − Y =

m11 0

0 m22


X −

n11 0

0 n22

 =

m11 0

0 m22


X =

m11 0

0 m22

+

n11 0

0 n22


X =

m11 + n11 0

0 m22 + n22

 ∈ I

Karena aksioma (i) dan (ii) terpenuhi. Sehingga terbukti bahwa I merupakan Ideal

dari B-Aljabar.

Proposisi 2.1.28 (Abdullah, 2017) Misalkan I merupakan Ideal dari B-Aljabar X.

Jika x, y ∈ X dan y ∈ I dengan x ∗ y = 0, maka x ∈ I .

Bukti. Diketahui : I merupakan Ideal dari B-Aljabar X serta x, y ∈ X dan y ∈ I

dengan x ∗ y = 0.

Akan ditunjukkan bahwa x ∈ I .

Ambil sebarang x, y ∈ X dan y ∈ I . Asumsikan bahwa y = x, maka x ∗ y = x ∗ x = 0 ∈

I . Karena I merupakan ideal, akibatnya x ∈ I . �
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Proposisi 2.1.29 (Abdullah, 2017) Jika I merupakan Ideal dari B-Aljabar X dan

x, y ∈ I , maka :

1) x ∗ (0 ∗ x) ∈ I ,

2) x ∗ (0 ∗ y) ∈ I .

Bukti. Diketahui : I merupakan Ideal dari B-Aljabar X dan x, y ∈ I .

Akan ditunjukkan bahwa

1) x ∗ (0 ∗ x) ∈ I ,

2) x ∗ (0 ∗ y) ∈ I .

Berikut pemaparan pembuktiannya :

1) Ambil sebarang I merupakan ideal dan x ∈ I . Berdasarkan Definisi 2.1.1 poin

(iii) (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (z ∗ (0 ∗ y)). Diperhatikan,

(x ∗ (0 ∗ x)) ∗ x = x ∗ (x ∗ (0 ∗ (0 ∗ x))) Definisi 2.1.1 poin (iii)

= x ∗ (x ∗ x) Proposisi 2.1.8 poin (4)

Karena x ∗ (x ∗ x) = x ∗ 0 = x ∈ I , maka (x ∗ (0 ∗ x)) ∗ x ∈ I . Jika I juga

merupakan ideal dan x ∈ I , maka x ∗ (0 ∗ x) ∈ I .

2) Ambil sebarang I merupakan ideal dan y ∈ I . Berdasarkan Definisi 2.1.1 poin

(iii) (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (z ∗ (0 ∗ y)). Diperhatikan,

(x ∗ (0 ∗ y)) ∗ y = x ∗ (y ∗ (0 ∗ (0 ∗ y))) Definisi 2.1.1 poin (iii)

= x ∗ (y ∗ y) Proposisi 2.1.8 poin (4)
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Karena x ∗ (y ∗ y) = x ∗ 0 = x ∈ I , maka (x ∗ (0 ∗ y)) ∗ y ∈ I . Jika I juga

merupakan Ideal dan y ∈ I , maka x ∗ (0 ∗ y) ∈ I .

�

Proposisi 2.1.30 (Abdullah, 2017) Setiap Subaljabar dari B-Aljabar X merupakan

Ideal.

Bukti. Ambil sebarang I yang merupakan Subaljabar dari X, maka 0 ∈ I . Kemu-

dian, ambil sebarang x ∗ y ∈ I dan y ∈ I . Karena I merupakan Subaljabar, maka

0 ∗ y ∈ I , sehingga (x ∗ y) ∗ (0 ∗ y) ∈ I . Proposisi 2.1.8 poin (1) (x∗y)∗(0∗y) = x

sehingga diperoleh x ∈ I . Jadi terbukti bahwa I merupakan Ideal. �

Akibat 2.1.31 (Abdullah, 2017) Setiap Normal dari B-Aljabar merupakan Ideal.

Bukti. Ambil sebarang N yang merupakan normal dari X dan x, y ∈ N , misalkan

x ∗ 0, y ∗ y ∈ N , jadi (x ∗ y) ∗ (0 ∗ y) ∈ N . Kemudian ambil sebarang x ∗ y ∈ I

dan 0 ∗ y ∈ I , sehingga (x ∗ y) ∗ (0 ∗ y) ∈ I . Proposisi 2.1.8 poin (1)(x ∗ y) ∗

(0 ∗ y) = x, sehingga diperoleh x ∈ I , maka terbukti bahwa setiap N Normal pada

B-Aljabar merupakan Ideal. �

Proposisi 2.1.32 (Abdullah, 2017) Jika I merupakan Ideal dari B-Aljabar X dan

0 ∗ x = x, ∀x ∈ X maka I merupakan Subaljabar.

Bukti. Diketahui : I merupakan Ideal dari B-Aljabar X dan 0 ∗ x = x,∀x ∈ X .

Akan ditunjukkan I merupakan Subaljabar.

Ambil I merupakan Ideal dan x, y ∈ I , maka (x ∗ y) ∗ y = (x ∗ y) ∗ (0 ∗ y).

Berdasarkan Proposisi 2.1.8 poin (1) (x ∗ y) ∗ (0 ∗ y) = x, sehingga diperoleh

x ∈ I . Jika (x ∗ y) ∗ y ∈ I , dengan I merupakan Ideal dan y ∈ I , maka x ∗ y ∈ I .
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Sehingga terbukti bahwa I merupakan Subaljabar. �

Proposisi 2.1.33 (Abdullah, 2017) Misalkan I merupakan Ideal dari B-Aljabar X.

Jika x ∗ y = y ∗ x, ∀x ∈ X , maka I merupakan Subaljabar.

Bukti. Diketahui : Ideal dari B-Aljabar X dan x ∗ y = y ∗ x,∀x ∈ X .

Akan ditunjukkan X merupakan Subaljabar.

Ambil I merupakan Ideal, x, y ∈ I dan x ∗ y = y ∗ x, maka (x ∗ y) ∗ y = (x ∗ y) ∗

(y ∗0) = (x∗y)∗ (0∗y). Berdasarkan Proposisi 2.1.8 poin (1) (x∗y)∗ (0∗y) = x,

maka x ∈ I , sehingga (x ∗ y) ∗ y ∈ I . Karena I Ideal dan y ∈ I , maka x ∗ y ∈ I .

Jadi terbukti bahwa I merupakan Subaljabar. �

2.2. Kajian Aljabar Dalam Islam

Struktur aljabar atau aljabar abstrak merupakan ilmu yang mempelajari meng-

enai konsep himpunan, grup, ring, field, ruang vektor, modul dan aljabar (Jaenal,

2019).

2.2.1. Konsep Himpunan dalam Al-Qur’an

Himpunan merupakan sekumpulan objek yang terdefinisi dengan jelas (Bhat-

tacharya, 1995). Seperti halnya pada kehidupan manusia terbagi menjadi berbagai

macam kelompok, yang mana sekumpulan dari berbagai macam kelompok tersebut

apabila disatukan disebut dengan himpunan. Dengan setiap kelompoknya memiliki

tujuan atau visi dan misi yang sama. Pada Al-Qur’an terdapat ayat yang menjelask-

an mengenai himpunan, dan tertera pada Surat Al-Fatihah/1:7 yaitu :
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Artinya : ”(yaitu) jalan orang-orang yang telah Engkau beri nikmat kepada

mereka; bukan (jalan) mereka yang dimurkai dan bukan (pula jalan) mereka yang

sesat”.

Pada ayat diatas, dipaparkan bahwasanya Allah SWT membagi manusia ke

dalam beberapa kelompok yaitu, (1) sekelompok manusia yang memperoleh kenik-

matan, (2) sekelompok manusia yang dimurkai, dan (3) sekelompok manusia yang

sesat (Irfan, 2016).

2.2.2. Konsep Sifat Tertutup Aljabar dalam Islam

Selain himpunan, dalam konsep aljabar juga terdapat struktur aljabar yang

memiliki satu atau lebih operasi biner. Operasi biner yang sering dijumpai dalam

mempelajari aljabar abstrak, terutama grup terhadap operasi penjumlahan atau ring

terhadap operasi penjumlahan dan pergandaan. Dari operasi yang terdapat pada

grup dan ring tersebut, memenuhi beberapa sifat dan terdapat satu sifat utama yaitu

sifat tertutup.

Pada sifat tertutup dari suatu himpunan dengan sebarang bilangan, apabila

dua sebarang bilangan tersebut dikenai operasi penjumlahan atau pergandaan dan

mendapatkan hasil yang sama dengan elemen pada himpunan sebarang bilangan

tersebut.

Dari hal tersebut, dapat dikaitkan dengan akhlak perbuatan manusia, seperti

halnya pepatah yaitu ”Apa yang kita tanam (akhlak baik atau buruk), itulah yang
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kita tuai”. Pepatah tersebut bermakna, jika seseorang menanamkan kebaikan, maka

akan dikembalikan pula amal baik pada orang tersebut sesuai dengan perbuatannya,

begitu pula sebaliknya. Berikut firman Allah SWT yang tertera pada Surat Al-

Isra’/17:7 yaitu :

Artinya : ”Jika kamu berbuat baik (berarti) kamu berbuat baik bagi diri-

mu sendiri dan jika kamu berbuat jahat, maka (kejahatan) itu bagi dirimu sendiri,

dan apabila datang saat hukuman bagi (kejahatan) yang kedua, (Kami datangk-

an orang-orang lain) untuk menyuramkan muka-muka kamu dan mereka masuk ke

dalam mesjid, sebagaimana musuh-musuhmu memasukinya pada kali pertama dan

untuk membinasakan sehabis-habisnya apa saja yang mereka kuasai”.

Dari ayat diatas jika dikaitkan dengan sifat tertutup terhadap operasi pen-

jumlahan atau pergandaan, dapat diibaratkan bahwa sifat tertutup sama dengan per-

buatan yang ditanam. Sedangkan operasi penjumlahan atau pergandaan merupakan

berbagai macam bentuk akhlak manusia (baik atau buruk), serta sebarang bilangan

merupakan umat manusia.
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BAB III

METODE PENELITIAN

Dalam pembahasan ini dipaparkan tentang metode penelitian, sedemikian

sehingga penelitian dapat terarah dengan baik dalam hal materi dan waktu penger-

jaannya.

3.1. Jenis dan Sumber Data

Pada penelitian ini tergolong dalam jenis penelitian deskriptif kualitatif, ada-

lah suatu penelitian yang bertujuan untuk menganalisis suatu hasil penelitian, na-

mun tidak memperoleh suatu hasil akhir dengan pemaparan yang luas (Sugiyono,

2010). Dan penelitian ini juga tergolong dalam penelitian jenis kajian pustaka de-

ngan arti merupakan beberapa proses yang sama dengan metode pengumpulan data

sebagai suatu bentuk kajian dalam membaca, mencatat dan menganalisis data kolek-

si yang berupa jurnal atau buku, serta tidak menggunakan riset lapangan (Mestika,

2004). Penelitian ini menguraikan dan menggambarkan secara jelas hubungan anta-

ra Ideal Lengkap dengan n-Ideal pada B-Aljabar, hubungan antara n-Ideal Lengkap

dengan p-Ideal pada B-Aljabar, serta menjelaskan teorema-teorema yang terkait.

Dalam penelitian ini, data yang digunakan dari berbagai literatur seperti jur-

nal, buku, hasil penelitian sebelumnya, dan sumber literatur lainnya yang berkaitan

dengan pembahasan utama. Seperti halnya, pada penelitian ini digunakan litera-

tur yang didapatkan dari berbagai referensi tentang aljabar, khususnya konsep yang

membahas tentang B-Aljabar.

37



 

    digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id   

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

38

3.2. Metode Pengumpulan Data

Data yang dikumpulkan pada penelitian ini, yaitu melakukan pengamat-

an secara tidak langsung, seperti memperoleh data berdasarkan referensi-referensi

yang berkaitan dengan konsep pada B-Aljabar. Dan dari berbagai literatur yang

telah dikumpulkan, didapatkan jurnal utama yang berjudul ”Complete Ideal and n-

Ideal of B-Algebra” oleh Habeeb Kareem Abdullah (Abdullah, 2017). Dari jurnal

tersebut, kemudian dilakukan analisis mengenai konsep dari B-Aljabar serta sifat

dan teorema yang terkait. Selain itu juga dilakukan analisis terhadap hubungan an-

tara Ideal Lengkap dengan n-Ideal pada B-Aljabar, serta hubungan antara n-Ideal

Lengkap dengan p-Ideal pada B-Aljabar.

3.3. Tahapan Penelitian

1. Melakukan studi literatur yang berhubungan dengan konsep B-Aljabar, yang

dapat berupa jurnal, buku, hasil penelitian terdahulu, maupun sumber literatur

lain.

2. Memaparkan definisi dan contoh yang berhubungan dengan B-Aljabar, ser-

ta menjelaskan dan membuktikan sifat-sifat dan teorema yang ada pada B-

Aljabar seperti 0-Komutatif, Subaljabar, Normal, dan Ideal.

3. Menjelaskan definisi dan contoh dari Ideal Lengkap, n-Ideal, dan p-Ideal pada

B-Aljabar, membuktikan sifat-sifat dan teorema dari Ideal Lengkap, n-Ideal,

dan p-Ideal, serta hubungan yang terkait antara Ideal Lengkap dengan n-Ideal

dan n-Ideal Lengkap dengan p-Ideal.

4. Menarik kesimpulan dari hasil analisa yang dilakukan.
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BAB IV

HASIL DAN PEMBAHASAN

Dalam pembahasan ini akan dipaparkan tentang definisi dan sifat-sifat dari

Ideal Lengkap, n-Ideal, dan p-Ideal pada B-Aljabar. Serta mengintegrasikan konsep

B-Aljabar dengan Al-Qur’an.

4.1. Ideal Lengkap

Pada subbab ini akan dibahas mengenai definisi ideal lengkap pada B-Aljabar.

Serta mempelajari hubungan dengan ideal pada B-Aljabar.

Definisi 4.1.1 Diberikan B-Aljabar X. Ideal I dari B-Aljabar X disebut Ideal Leng-

kap dari B-Aljabar yang dinotasikan dengan c-Ideal, jika memenuhi aksioma beri-

kut.

i. 0 ∈ I ,

ii. x ∗ y ∈ I,∀y ∈ I dengan y 6= 0, sedemikian sehingga x ∈ I .

Contoh 4.1.2 Berdasarkan Contoh 2.1.3, himpunan I = {0, 2} merupakan Ideal

Lengkap dari B-Aljabar.

i. Karena I = {0, 2}, maka jelas bahwa 0 anggota di I .

ii. Untuk x ∗ y ∈ I,∀y ∈ I dengan y 6= 0, maka diperoleh x ∈ I .

• x ∗ y = 0 ∗ 2 = 2 ∈ I dan y = 2 ∈ I , maka x = 0 ∈ I

• x ∗ y = 2 ∗ 2 = 0 ∈ I dan y = 2 ∈ I , maka x = 2 ∈ I

39
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Karena aksioma (i) dan (ii) terpenuhi. Sehingga terbukti bahwa I = {0, 2} meru-

pakan Ideal Lengkap dari B-Aljabar.

Contoh 4.1.3 Berdasarkan Contoh 2.1.4, himpunan I = {0, 4} merupakan Ideal

Lengkap dari B-Aljabar sebab :

i. AKarena I = {0, 2}, maka jelas bahwa 0 anggota di I .

ii. Untuk x ∗ y ∈ I,∀y ∈ I dengan y 6= 0, maka diperoleh x ∈ I .

• x ∗ y = 0 ∗ 4 = 4 ∈ I dan y = 4 ∈ I , maka x = 0 ∈ I

• x ∗ y = 4 ∗ 4 = 0 ∈ I dan y = 4 ∈ I , maka x = 4 ∈ I

Karena aksioma (i) dan (ii) terpenuhi. Sehingga terbukti bahwa I = {0, 4} meru-

pakan Ideal Lengkap dari B-Aljabar.

Contoh 4.1.4 Diberikan himpunan bilangan bulat Z terhadap operasi pengurang-

an bilangan −. Berdasarkan Contoh 2.1.5 (Z,−, 0) merupakan B-Aljabar. Akan

ditunjukkan I = 3Z merupakan Ideal dari B-Aljabar.

i. Karena I = 3Z, maka jelas bahwa terdapat 0 anggota di I .

ii. Untuk x− y ∈ I,∀y ∈ I dengan y 6= 0, maka x ∈ I .

Misalkan x− y = 3a dan y = 3b, b 6= 0, diperoleh

x− y = 3a

x− 3b = 3a

x = 3a+ 3b

x = 3 (a+ b) ∈ I
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Karena aksioma (i) dan (ii) terpenuhi.

Sehingga terbukti bahwa I = 3Z merupakan Ideal Lengkap dari B-Aljabar.

Contoh 4.1.5 Berdasarkan Contoh 2.1.6

M2×2(Z),−,

0 0

0 0


 merupakan B-

Aljabar. Akan ditunjukkan I =


0 m12

0 m22

 | m12,m22 ∈ Z

 Ideal Lengkap dari

B-Aljabar.

i. Karena I =


0 m12

0 m22

 | m12,m22 ∈ Z

, jelas bahwa terdapat

0 0

0 0

 ∈ I .

ii. Untuk X − Y ∈ I,∀Y ∈ I , Y 6= 0, maka diperoleh X ∈ I .

Misalkan X − Y =

0 m12

0 m22

, dan Y =

0 n12

0 n22

 , n12, n22 6= 0.

X − Y =

0 m12

0 m22


X −

0 n12

0 n22

 =

0 m12

0 m22


X =

0 m12

0 m22

+

0 n12

0 n22


X =

0 m12 + n12

0 m22 + n22

 ∈ I

Karena aksioma (i) dan (ii) terpenuhi. Sehingga terbukti bahwa I merupakan Ideal

Lengkap dari B-Aljabar.
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Contoh 4.1.6 Berdasarkan Contoh 2.1.7

D,−,

0 0

0 0


 merupakan B-Aljabar.

Akan ditunjukkan I =


m11 0

0 m22

 | m11,m22 ∈ Z

 Ideal dari B-Aljabar.

i. Karena I =


m11 0

0 m22

 | m11,m22 ∈ Z

, jelas bahwa terdapat

0 0

0 0

 ∈
I .

ii. Untuk X − Y ∈ I,∀Y ∈ I, Y 6= 0, maka diperoleh X ∈ I .

Misalkan X − Y =

m11 0

0 m22

, dan Y =

n11 0

0 n22

 , n11, n22 6= 0.

X − Y =

m11 0

0 m22


X −

n11 0

0 n22

 =

m11 0

0 m22


X =

m11 0

0 m22

+

n11 0

0 n22


X =

m11 + n11 0

0 m22 + n22

 ∈ I

Karena aksioma (i) dan (ii) terpenuhi. Sehingga terbukti bahwa I merupakan Ideal

Lengkap dari B-Aljabar.

Proposisi 4.1.7 Diberikan B-Aljabar X dan Ideal I dari B-Aljabar X. Setiap Ideal

dari B-Aljabar X merupakan Ideal Lengkap.
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Bukti. Pada pembuktian ini akan dilihat dalam dua kasus yaitu, apabila I = {0}

dan I 6= {0} sebagai berikut.

1. Untuk I = {0}.

Akan ditunjukkan I merupakan Ideal Lengkap. Berdasarkan diketahui I ada-

lah Ideal, artinya ambil sebarang x ∈ X, x ∗ y ∈ I, y ∈ I ⇒ x ∈ I .

Diperhatikan, I = {0} dan x ∗ y ∈ I .

Akibatnya, x∗y = 0, dan berdasarkan Definisi 2.1.1 poin (i) x∗x = 0, maka

diperoleh x = y dengan y ∈ I ⇒ x ∈ I . Sehingga terbukti bahwa I = {0}

merupakan Ideal Lengkap.

2. Untuk I 6= {0}.

(a) Jelas 0 ∈ I sebab I adalah Ideal dari B-Aljabar X.

(b) Ambil sebarang x ∈ X, x ∗ y ∈ I , dan y ∈ I . Karena I adalah Ideal

dari B-Aljabar X dan berlaku y ∈ I , maka juga akan berlaku bahwa

y 6= 0 ∈ I sedemikian sehingga x ∈ I .

Karena, untuk setiap x ∈ X, x ∗ y ∈ I, y ∈ I dengan y 6= 0 menyebabkan

x ∈ I . Sehingga terbukti bahwa Ideal I dari B-Aljabar X merupakan Ideal

Lengkap.

�

Berdasarkan sifat Subaljabar, diperoleh bahwa setiap Subaljabar merupakan Ideal.

Sehingga muncullah akibat sebagai berikut :

Akibat 4.1.8 Setiap Subaljabar dari B-Aljabar adalah Ideal Lengkap.
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Bukti. Telah dibuktikan bahwa setiap Subaljabar merupakan Ideal pada Proposisi

2.1.30 dan setiap Ideal I merupakan Ideal Lengkap pada Proposisi 4.1.7, maka

terbukti bahwa setiap Subaljabar dari B-Aljabar juga merupakan Ideal Lengkap.

�

Berdasarkan sifat Normal, diperoleh bahwa setiap Normal merupakan Subaljabar.

Sehingga muncullah akibat sebagai berikut :

Akibat 4.1.9 Setiap Normal dari B-Aljabar adalah Ideal Lengkap.

Bukti. Telah dibuktikan bahwa setiap Normal merupakan Subaljabar pada Proposi-

si 2.1.19 dan setiap Subaljabar merupakan Ideal Lengkap pada Akibat 4.1.8, maka

terbukti bahwa setiap Normal dari B-Aljabar adalah Ideal Lengkap. �

Definisi 4.1.10 Ideal Lengkap I dari B-Aljabar X disebut Ideal Lengkap Tertutup

jika I merupakan Ideal Lengkap dan I merupakan Subaljabar.

Contoh 4.1.11 Berdasarkan Contoh 4.1.2, himpunan I = {0, 2} merupakan Ideal

Lengkap. Lebih lanjut, I merupakan Ideal Lengkap Tertutup sebab terpenuhi bahwa

I adalah suatu Subaljabar, yaitu :

x ∗ y = 0 ∗ 0 = 0 ∈ I

x ∗ y = 0 ∗ 2 = 2 ∈ I

x ∗ y = 2 ∗ 0 = 2 ∈ I

x ∗ y = 2 ∗ 2 = 0 ∈ I

Sehingga terbukti bahwa I = {0, 2} merupakan Ideal Lengkap Tertutup.
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Contoh 4.1.12 Berdasarkan Contoh 2.1.6

M2×2(Z),−,

0 0

0 0


 merupakan B-

Aljabar dan berdasarkan Contoh 4.1.5 I =


0 m12

0 m22

 | m12,m22 ∈ Z

 meru-

pakan Ideal Lengkap. Lebih lanjut, I merupakan Ideal Lengkap Tertutup sebab

terpenuhi bahwa I adalah suatu Subaljabar, yaitu :

Akan ditunjukkan X − Y ∈ I,∀X, Y ∈ I .

Ambil sebarang X, Y ∈ I dengan X =

0 m12

0 m22

, dan Y =

0 n12

0 n22

 ,∀m12,m22,

n12, n22 ∈ Z, diperoleh

X − Y =

0 m12

0 m22

−
0 n12

0 n22

 =

0 m12 − n12

0 m22 − n22

 ∈ I

Sehingga terbukti bahwa I merupakan Ideal Lengkap Tertutup.

4.2. n-Ideal Dari B-Aljabar

Pada subbab ini akan dibahas mengenai definisi n-ideal dari B-Aljabar. Serta

mempelajari hubungan Ideal dan Ideal Lengkap dari B-Aljabar.

Definisi 4.2.1 Diberikan B-Aljabar X. Ideal I dari B-Aljabar X disebut n-Ideal dari

B-Aljabar, jika memenuhi aksioma berikut.

i. 0 ∈ I ,

ii. x ∗ y ∈ I dan y ∈ I ⇒ ∃n ∈ Z>0, xn 6= 0, sedemikian sehingga xn ∈ I ,

dimana xn = ((x ∗ x) ∗ x) ∗ x ∗ · · · ∗ x.

Contoh 4.2.2 Berdasarkan Contoh 2.1.3, himpunan I = {0, 2} merupakan n-Ideal

dari B-Aljabar sebab :
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i. Karena I = {0, 2}, maka jelas bahwa 0 anggota di I .

ii. Untuk x ∗ y ∈ I dan y ∈ I , maka terdapat n anggota di Z>0, xn 6= 0, sehingga

diperoleh xn ∈ I .

• x ∗ y = 2 ∗ 0 = 2 ∈ I dan y = 0 ∈ I ⇒ n = 3 ∈ Z>0, x3 = 13 =

(2 ∗ 2) ∗ 2 = 0 ∗ 2 = 2 ∈ I

• x ∗ y = 2 ∗ 2 = 0 ∈ I dan y = 3 ∈ I ⇒ n = 5 ∈ Z>0, x5 = 25 =

(((2 ∗ 2) ∗ 2) ∗ 2) ∗ 2 = ((0 ∗ 2) ∗ 2) ∗ 2 = (2 ∗ 2) ∗ 2 = 0 ∗ 2 = 2 ∈ I

Karena aksioma (i) dan (ii) terpenuhi. Sehingga terbukti bahwa I = {0, 2} meru-

pakan n-Ideal dari B-Aljabar.

Contoh 4.2.3 Berdasarkan Contoh 2.1.4, himpunan I = {0, 4} merupakan n-Ideal

dari B-Aljabar sebab :

i. Karena I = {0, 4}, maka jelas bahwa 0 anggota di I .

ii. Untuk x ∗ y ∈ I dan y ∈ I , maka terdapat n anggota di Z>0, xn 6= 0, sehingga

diperoleh xn ∈ I .

• x ∗ y = 4 ∗ 0 = 4 ∈ I dan y = 0 ∈ I ⇒ n = 3 ∈ Z>0, x3 = 43 =

(4 ∗ 4) ∗ 4 = 0 ∗ 4 = 4 ∈ I

• x ∗ y = 4 ∗ 4 = 0 ∈ I dan y = 4 ∈ I ⇒ n = 5 ∈ Z>0, x5 = 45 =

(((4 ∗ 4) ∗ 4) ∗ 4) ∗ 4 = ((0 ∗ 4) ∗ 4) ∗ 4 = (4 ∗ 4) ∗ 4 = 0 ∗ 4 = 4 ∈ I

Karena aksioma (i) dan (ii) terpenuhi. Sehingga terbukti bahwa I = {0, 4} meru-

pakan n-Ideal dari B-Aljabar.

Contoh 4.2.4 Berdasarkan Contoh 2.1.2, himpunan I = {0, 1} merupakan n-Ideal

dari B-Aljabar sebab :
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i. Karena I = {0, 1}, maka jelas bahwa 0 anggota di I .

ii. Untuk x ∗ y ∈ I dan y ∈ I , maka terdapat n anggota di Z>0, xn 6= 0, sehingga

diperoleh xn ∈ I .

• x ∗ y = 1 ∗ 0 = 1 ∈ I dan y = 0 ∈ I ⇒ n = 4 ∈ Z>0, x4 = 14 =

((1 ∗ 1) ∗ 1) ∗ 1 = (0 ∗ 1) ∗ 1 = 2 ∗ 1 = 1 ∈ I

• x ∗ y = 1 ∗ 1 = 0 ∈ I dan y = 1 ∈ I ⇒ n = 4 ∈ Z>0, x4 = 14 =

((1 ∗ 1) ∗ 1) ∗ 1 = (0 ∗ 1) ∗ 1 = 2 ∗ 1 = 1 ∈ I

Karena aksioma (i) dan (ii) terpenuhi. Sehingga terbukti bahwa I = {0, 1} meru-

pakan n-Ideal dari B-Aljabar.

Contoh 4.2.5 Berdasarkan Contoh 2.1.6

M2×2(Z),−,

0 0

0 0


 merupakan B-

Aljabar. Akan ditunjukkan I =


0 m12

0 m22

 | m12,m22 ∈ Z

 n-Ideal dari B-

Aljabar.

i. Karena I =


0 m12

0 m22

 | m12,m22 ∈ Z

, jelas bahwa terdapat

0 0

0 0

 ∈ I .

ii. Untuk X − Y ∈ I dan Y ∈ I ⇒ ∃n ∈ Z>0, Xn 6= 0, sedemikian sehingga

Xn ∈ I .
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Misalkan X − Y =

0 m12

0 m22

, dan Y =

0 n12

0 n22

 ∈ I .

X − Y =

0 m12

0 m22


X −

0 n12

0 n22

 =

0 m12

0 m22


X =

0 m12

0 m22

+

0 n12

0 n22


X =

0 m12 + n12

0 m22 + n22

 ∈ I

Jika n = 3 ∈ Z>0, maka

X3 =


0 m12 + n12

0 m22 + n22

−
0 m12 + n12

0 m22 + n22


−

0 m12 + n12

0 m22 + n22


=

0 0

0 0

−
0 m12 + n12

0 m22 + n22


= −

0 m12 + n12

0 m22 + n22

 ∈ I

Karena aksioma (i) dan (ii) terpenuhi. Sehingga terbukti bahwa I merupakan n-

Ideal dari B-Aljabar

Contoh 4.2.6 Berdasarkan Contoh 2.1.7

D,−,

0 0

0 0


 merupakan B-Aljabar.
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Akan ditunjukkan I =


m11 0

0 m22

 | m11,m22 ∈ Z

 n-Ideal dari B-Aljabar.

i. Karena I =


m11 0

0 m22

 | m11,m22 ∈ Z

, jelas bahwa terdapat

0 0

0 0

 ∈
I .

ii. Untuk X − Y ∈ I dan Y ∈ I ⇒ ∃n ∈ Z>0, Xn 6= 0, sedemikian sehingga

Xn ∈ I .

Misalkan X − Y =

m11 0

0 m22

, dan Y =

n11 0

0 n22

.

X − Y =

m11 0

0 m22


X −

n11 0

0 n22

 =

m11 0

0 m22


X =

m11 0

0 m22

+

n11 0

0 n22


X =

m11 + n11 0

0 m22 + n22

 ∈ I

Karena aksioma (i) dan (ii) terpenuhi. Sehingga terbukti bahwa I merupakan n-

Ideal dari B-Aljabar.

Proposisi 4.2.7 Diberikan B-Aljabar X dan Ideal I dari B-Aljabar X. Setiap Ideal

dari B-Aljabar X merupakan n-Ideal.

Bukti. Pada pembuktian ini akan dilihat dalam dua kasus yaitu, apabila I = {0}

dan I 6= {0} sebagai berikut.
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1. Untuk I = {0}.

Akan ditunjukkan I merupakan n-Ideal. Berdasarkan diketahui I adalah Ide-

al, artinya ambil sebarang x ∈ X, x ∗ y ∈ I, y ∈ I ⇒ x ∈ I .

Diperhatikan, I = {0} dan x ∗ y ∈ I .

Akibatnya, x ∗ y = 0, dan berdasarkan Definisi 2.1.1 poin (i) x ∗ x = 0,

diperoleh x = y, dan y ∈ I , sehingga x ∗ x = x2 ∈ I . Lebih lanjut, jika di-

perumum untuk n maka diperoleh xn ∈ I . Sehingga terbukti bahwa I = {0}

merupakan n-Ideal.

2. Untuk I 6= {0}.

(a) Jelas 0 ∈ I sebab I adalah Ideal dari B-Aljabar X.

(b) Ambil sebarang x ∈ X, x∗y ∈ I , dan y ∈ I . Karena I adalah Ideal dari

B-Aljabar X dan berlaku y ∈ I sedemikian sehingga xn ∈ I .

Sehingga terbukti bahwa Ideal I dari B-Aljabar X merupakan n-Ideal.

�

Berdasarkan sifat Subaljabar, diperoleh bahwa setiap Subaljabar merupakan Ideal.

Sehingga muncullah akibat sebagai berikut :

Akibat 4.2.8 Setiap Subaljabar dari B-Aljabar X adalah n-Ideal.

Bukti. Telah dibuktikan bahwa setiap Subaljabar merupakan Ideal pada Proposisi

2.1.30 dan setiap Ideal I merupakan n-Ideal pada Proposisi 4.2.7, maka terbukti

bahwa setiap Subaljabar dari B-Aljabar juga merupakan n-Ideal. �

Berdasarkan sifat Normal, diperoleh bahwa setiap Normal merupakan Subaljabar.

Sehingga muncullah akibat sebagai berikut :
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Akibat 4.2.9 Setiap Normal dari B-Aljabar adalah n-Ideal.

Bukti. Telah dibuktikan bahwa setiap Normal merupakan Subaljabar pada Proposi-

si 2.1.19 dan setiap Subaljabar merupakan n-Ideal pada Akibat 4.2.8, maka terbukti

bahwa setiap Normal dari B-Aljabar adalah n-Ideal. �

Proposisi 4.2.10 Jika I adalah n-Ideal dari B-Aljabar X dan 0 ∗ x = x,∀x ∈ X ,

maka I merupakan Ideal.

Bukti. Diketahui : I adalah n-Ideal dari B-Aljabar X dan 0 ∗ x = x,∀x ∈ X .

Akan ditunjukkan bahwa I merupakan Ideal.

Ambil sebarang I merupakan n-Ideal dan 0 ∗ x = x. Diperhatikan,

x = 0 ∗ x

= (x ∗ x) ∗ x Definisi 2.1.1 poin (i)

= ((x ∗ x) ∗ x) ∗ · · · ∗ x Definisi 4.2.1

= xn Definisi 4.2.1

Karena I merupakan n-Ideal, maka x = xn ∈ I . Sehingga terbukti bahwa I meru-

pakan Ideal.

�

Definisi 4.2.11 n-Ideal I dari B-Aljabar X disebut dengan n-Ideal Tertutup jika I

merupakan Ideal Lengkap dan I merupakan Subaljabar.

Contoh 4.2.12 Berdasarkan Contoh 4.2.2, himpunan I = {0, 2} merupakan n-

Ideal. Lebih lanjut, I merupakan n-Ideal Tertutup sebab terpenuhi bahwa I adalah
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suatu Subaljabar, yaitu :

x ∗ y = 0 ∗ 0 = 0 ∈ I

x ∗ y = 0 ∗ 2 = 2 ∈ I

x ∗ y = 2 ∗ 0 = 2 ∈ I

x ∗ y = 2 ∗ 2 = 0 ∈ I

Sehingga terbukti bahwa I = {0, 2} merupakan n-Ideal Tertutup.

Contoh 4.2.13 Berdasarkan Contoh 2.1.6

M2×2(Z),−,

0 0

0 0


 merupakan B-

Aljabar dan berdasarkan Contoh 4.2.5 I =


0 m12

0 m22

 | m12,m22 ∈ Z

 meru-

pakan n-Ideal. Lebih lanjut, I merupakan n-Ideal Tertutup sebab terpenuhi bahwa

I adalah suatu Subaljabar, yaitu :

Akan ditunjukkan X − Y ∈ I .

Ambil sebarang X, Y ∈ I,∀X, Y ∈ I dengan X =

0 m12

0 m22

, dan Y =

0 n12

0 n22

 ,∀m12,m22,

n12, n22 ∈ Z, diperoleh

X − Y =

0 m12

0 m22

−
0 n12

0 n22

 =

0 m12 − n12

0 m22 − n22

 ∈ I

Sehingga terbukti bahwa I merupakan n-Ideal Tertutup.

Definisi 4.2.14 Misalkan I Ideal dari B-Aljabar X disebut dengan n-Ideal Lengkap,

dinotasikan c-n-Ideal, jika

i. 0 ∈ I ,
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ii. x ∗ y ∈ I ,∀y 6= 0 ∈ I ⇒ xn 6= 0 ∈ I , untuk setiap n ∈ Z>0.

Contoh 4.2.15 Berdasarkan Contoh 2.1.3, himpunan I = {0, 2}merupakan n-Ideal

Lengkap dari B-Aljabar sebab :

i. Karena I = {0, 2}, maka jelas bahwa 0 anggota di I .

ii. Untuk x ∗ y ∈ I ,∀y 6= 0 ∈ I , maka diperoleh xn 6= 0 ∈ I , untuk setiap

n ∈ Z>0, yaitu

x ∗ y = 2 ∗ 2 = 0 ∈ I dan y = 2 ∈ I ⇒ n = 3 ∈ Z>0, x3 = 23 = (2 ∗ 2) ∗ 2 =

0 ∗ 2 = 2 ∈ I .

Karena aksioma (i) dan (ii) terpenuhi. Sehingga terbukti bahwa I = {0, 2} meru-

pakan n-Ideal Lengkap dari B-Aljabar.

Contoh 4.2.16 Berdasarkan Contoh 2.1.2, himpunan I = {0, 2}merupakan n-Ideal

Lengkap dari B-Aljabar sebab :

i. Karena I = {0, 2}, maka jelas bahwa 0 anggota di I .

ii. Untuk x ∗ y ∈ I ,∀y 6= 0 ∈ I , maka diperoleh xn 6= 0 ∈ I , untuk setiap

n ∈ Z>0.

• x ∗ y = 1 ∗ 2 = 2 ∈ I dan y = 2 ∈ I ⇒ n = 3 ∈ Z>0, x3 = 13 =

(1 ∗ 1) ∗ 1 = 0 ∗ 1 = 2 ∈ I

• x ∗ y = 2 ∗ 2 = 0 ∈ I dan y = 2 ∈ I ⇒ n = 4 ∈ Z>0, x4 = 14 =

((2 ∗ 2) ∗ 2) ∗ 2 = (0 ∗ 2) ∗ 2 = 1 ∗ 2 = 2 ∈ I

Karena aksioma (i) dan (ii) terpenuhi. Sehingga terbukti bahwa I = {0, 2} meru-

pakan n-Ideal Lengkap dari B-Aljabar.
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Proposisi 4.2.17 Setiap Ideal Lengkap dari B-Aljabar X merupakan n-Ideal Leng-

kap.

Bukti. Ambil sebarang I merupakan Ideal Lengkap, maka terdapat 0 ∈ I . Selan-

jutnya, ambil sebarang x ∗ y ∈ I , ∀y 6= 0 ∈ I . Karena I merupakan Ideal Lengkap,

maka dijamin bahwa x ∈ I . Kemudian, misalkan :

y = x⇒ x ∗ x ∈ I ⇒ x2 ∈ I

y = x2 ⇒ x ∗ (x ∗ x) ∈ I ⇒ x3 ∈ I

...

y = x ∗ xn−1 ⇒ x ∗ (x ∗ · · · ∗ (x ∗ x))

Dengan (x ∗ · · · ∗ (x ∗ x)) sebanyak xn, maka xn ∈ I .

Sehingga terbukti bahwa setiap Ideal Lengkap merupakan n-Ideal Lengkap. �

Proposisi 4.2.18 Setiap n-Ideal I dari B-Aljabar X dan berlaku 0 ∗ x = x,∀x ∈ X

merupakan n-Ideal Lengkap.

Bukti. Telah dibuktikan bahwa setiap n-Ideal merupakan Ideal pada Proposisi

4.2.10 dan setiap Ideal merupakan Ideal Lengkap pada Proposisi 4.1.7. Selanjutnya,

didapatkan bahwa setiap Ideal Lengkap merupakan n-Ideal Lengkap pada Proposisi

4.2.17. Sehingga terbukti bahwa setiap n-Ideal dari B-Aljabar X merupakan n-Ideal

Lengkap. �

Akibat 4.2.19 Kebalikan dari pernyataan pada Proposisi 4.2.18 tidak benar, yaitu

untuk setiap n-Ideal Lengkap belum tentu merupakan n-Ideal.

Bukti. Berdasarkan Contoh 4.2.16 dengan I = {0, 2} merupakan n-Ideal Lengkap,

tetapi bukan n-Ideal. Karena x ∗ y = 1 ∗ 0 = 1 /∈ I , maka terbukti bahwa setiap
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n-Ideal Lengkap belum tentu merupakan n-Ideal. �

4.3. p-Ideal Dari B-Aljabar

Pada subbab ini akan dibahas mengenai definisi p-Ideal pada B-Aljabar. Ser-

ta mempelajari hubungan p-Ideal dengan n-ideal pada B-Aljabar.

Definisi 4.3.1 Diberikan B-Aljabar X dan I merupakan himpunan tak kosong da-

ri B-Aljabar X dengan I ⊆ X . Ideal I disebut p-Ideal dari B-Aljabar, apabila

memenuhi aksioma berikut.

i. 0 ∈ I ,

ii. (∀x, z ∈ X) berlaku (x ∗ z) ∗ (y ∗ z) ∈ I dan y ∈ I ⇒ x ∈ I .

Contoh 4.3.2 Berdasarkan Contoh 2.1.3, himpunan I = {0, 1, 2, 3} merupakan p-

Ideal dari B-Aljabar sebab :

i. Karena I = {0, 1, 2, 3}, maka jelas bahwa 0 anggota di I .

ii. Untuk (x ∗ z) ∗ (y ∗ z) ∈ I dan y ∈ I , maka diperoleh x ∈ I,∀x, y, z ∈ X .

• (x∗z)∗(y∗z) = (0∗2)∗(3∗2) = 2∗1 = 1 ∈ I dan y = 3 ∈ I , maka x =

0 ∈ I

• (x∗z)∗(y∗z) = (1∗3)∗(2∗3) = 2∗3 = 3 ∈ I dan y = 2 ∈ I , maka x =

1 ∈ I

• (x∗z)∗(y∗z) = (2∗1)∗(3∗1) = 1∗2 = 3 ∈ I dan y = 3 ∈ I , maka x =

2 ∈ I

• (x∗z)∗(y∗z) = (3∗0)∗(0∗2) = 3∗2 = 1 ∈ I dan y = 0 ∈ I , maka x =

3 ∈ I
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Hal tersebut juga berlaku untuk setiap x, y, z ∈ X .

Karena aksioma (i) dan (ii) terpenuhi. Sehingga terbukti bahwa I = {0, 1, 2, 3}

merupakan p-Ideal dari B-Aljabar.

Proposisi 4.3.3 Setiap p-Ideal dari B-Aljabar X merupakan Ideal.

Bukti. Misalkan I adalah p-Ideal dari B-Aljabar X . Ambil sebarang x, z ∈ X dan

y ∈ I .

1. Jika diasumsikan z = 0, maka diperoleh

(x ∗ z) ∗ (y ∗ z) = (x ∗ 0) ∗ (y ∗ 0)

= x ∗ y ∈ I Definisi 2.1.1 poin (ii)

Karena I merupakan p-Ideal, maka dijamin bahwa x ∈ I .

2. Jika diasumsikan z 6= 0, maka diperoleh

(x ∗ z) ∗ (y ∗ z) = x ∗ y Proposisi 2.1.8 poin (8)

∈ I

Karena I merupakan p-Ideal, maka dijamin bahwa x ∈ I .

Sehingga terbukti bahwa setiap p-Ideal dari B-Aljabar X merupakan Ideal. �

Contoh 4.3.4 Berdasarkan Contoh 2.1.3, himpunan I = {0, 1, 2, 3}merupakan Ide-

al dari B-Aljabar sebab :

i. Karena I = {0, 1, 2, 3}, maka jelas bahwa 0 anggota di I .
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ii. Untuk x ∗ y ∈ I dan y ∈ I , maka diperoleh x ∈ I .

• x ∗ y = 0 ∗ 2 = 0 ∈ I dan y = 2 ∈ I ⇒ x = 0 ∈ I .

• x ∗ y = 1 ∗ 2 = 3 ∈ I dan y = 2 ∈ I ⇒ x = 1 ∈ I .

• x ∗ y = 2 ∗ 3 = 3 ∈ I dan y = 3 ∈ I ⇒ x = 2 ∈ I .

• x ∗ y = 3 ∗ 1 = 2 ∈ I dan y = 1 ∈ I ⇒ x = 3 ∈ I .

Hal ini juga berlaku untuk setiap x, y ∈ X .

Karena aksioma (i) dan (ii) terpenuhi. Sehingga terbukti bahwa I = {0, 1, 2, 3}

memenuhi Proposisi 4.3.3.

Akibat 4.3.5 Kebalikan dari pernyataan pada Proposisi 4.3.3 tidak benar yaitu,

untuk setiap Ideal pada B-Aljabar X belum tentu merupakan p-Ideal.

Bukti. Berdasarkan Contoh 2.1.3, himpunan I = {0, 2} merupakan Ideal, tetapi

bukan merupakan p-Ideal dari B-Aljabar sebab :

i. Karena I = {0, 2}, jelas bahwa 0 anggota di I . Maka, aksioma (i) terpenuhi.

ii. Untuk (∀x, z ∈ X) (x ∗ z) ∗ (y ∗ z) ∈ I dan y ∈ I , maka diperoleh x ∈ I .

• (x ∗ z) ∗ (y ∗ z) = (1 ∗ 0) ∗ (2 ∗ 0) = 1 ∗ 2 = 3 /∈ I dan y = 2 ∈ I ⇒

x = 1 /∈ I .

• (x ∗ z) ∗ (y ∗ z) = (1 ∗ 3) ∗ (0 ∗ 3) = 2 ∗ 1 = 1 /∈ I dan y = 0 ∈ I ⇒

x = 1 /∈ I .

• (x ∗ z) ∗ (y ∗ z) = (3 ∗ 2) ∗ (0 ∗ 2) = 1 ∗ 2 = 3 /∈ I dan y = 0 ∈ I ⇒

x = 3 /∈ I .

Hal ini berlaku untuk setiap x, z ∈ X . Maka, aksioma (ii) tidak terpenuhi.
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Karena aksioma (ii) tidak terpenuhi. Sehingga terbukti bahwa untuk setiap Ideal

pada B-Aljabar X belum tentu merupakan p-Ideal. �

Proposisi 4.3.6 Setiap p-Ideal dari B-Aljabar X merupakan Ideal Lengkap.

Bukti. Berdasarkan Proposisi 4.3.3 diketahui bahwa setiap p-Ideal merupakan Ide-

al. Selanjutnya, berdasarkan Proposisi 4.1.7 diketahui bahwa setiap Ideal meru-

pakan Ideal Lengkap. Sehingga terbukti bahwa setiap p-Ideal dari B-Aljabar X

merupakan Ideal Lengkap. �

Contoh 4.3.7 Berdasarkan Contoh 2.1.3, himpunan I = {0, 1, 2, 3}merupakan Ide-

al Lengkap dari B-Aljabar sebab :

i. Karena I = {0, 1, 2, 3}, maka jelas bahwa 0 anggota di I .

ii. Untuk x ∗ y ∈ I,∀y ∈ I dengan y 6= 0, maka diperoleh x ∈ I .

• x ∗ y = 0 ∗ 1 = 3 ∈ I dan y = 1 ∈ I , maka x = 0 ∈ I

• x ∗ y = 1 ∗ 2 = 3 ∈ I dan y = 2 ∈ I , maka x = 1 ∈ I

• x ∗ y = 2 ∗ 1 = 1 ∈ I dan y = 1 ∈ I , maka x = 2 ∈ I

• x ∗ y = 3 ∗ 1 = 2 ∈ I dan y = 1 ∈ I , maka x = 3 ∈ I

Hal ini juga berlaku untuk setiap x, y ∈ X .

Karena aksioma (i) dan (ii) terpenuhi. Sehingga terbukti bahwa I = {0, 1, 2, 3}

memenuhi Proposisi 4.3.6.

Proposisi 4.3.8 Setiap p-Ideal dari B-Aljabar X merupakan n-Ideal.

Bukti. Berdasarkan Proposisi 4.3.3 diketahui bahwa setiap p-Ideal merupakan Ide-

al. Selanjutnya, berdasarkan Proposisi 4.2.7 diketahui bahwa setiap Ideal merupak-

an n-Ideal. Sehingga terbukti bahwa setiap p-Ideal dari B-Aljabar X merupakan
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n-Ideal. �

Contoh 4.3.9 Berdasarkan Contoh 2.1.3, himpunan I = {0, 1, 2, 3} merupakan n-

Ideal dari B-Aljabar sebab :

i. Karena I = {0, 1, 2, 3}, maka jelas bahwa 0 anggota di I .

ii. Untuk x ∗ y ∈ I dan y ∈ I , sehingga diperoleh xn 6= 0 ∈ I terdapat n anggota

di Z>0.

• x ∗ y = 1 ∗ 0 = 1 ∈ I dan y = 0 ∈ I ⇒ n = 3 ∈ Z>0, x3 = 13 =

(2 ∗ 2) ∗ 2 = 3 ∈ I

• x ∗ y = 2 ∗ 3 = 3 ∈ I dan y = 3 ∈ I ⇒ n = 5 ∈ Z>0, x5 = 25 =

(((2 ∗ 2) ∗ 2) ∗ 2) ∗ 2 = ((0 ∗ 2) ∗ 2) ∗ 2 = (2 ∗ 2) ∗ 2 = 0 ∗ 2 = 2 ∈ I

• x ∗ y = 3 ∗ 1 = 2 ∈ I dan y = 1 ∈ I ⇒ n = 4 ∈ Z>0, x4 = 34 =

((3 ∗ 3) ∗ 3) ∗ 3 = (0 ∗ 3) ∗ 3 = 1 ∗ 3 = 2 ∈ I

Hal ini juga berlaku untuk setiap x, y ∈ X .

Karena aksioma (i) dan (ii) terpenuhi. Sehingga terbukti bahwa I = {0, 1, 2, 3}

memenuhi Proposisi 4.3.8.

Proposisi 4.3.10 Setiap p-Ideal dari B-Aljabar X merupakan n-Ideal Lengkap.

Bukti. Berdasarkan Proposisi 4.3.3 diketahui bahwa setiap p-Ideal merupakan Ide-

al. Selanjutnya, berdasarkan Proposisi 4.1.7 diketahui bahwa setiap Ideal meru-

pakan Ideal Lengkap. Kemudian, berdasarkan Proposisi 4.2.17 menyatakan setiap

Ideal Lengkap merupakan n-Ideal Lengkap. Sehingga terbukti bahwa setiap p-Ideal

dari B-Aljabar X merupakan n-Ideal Lengkap. �
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Contoh 4.3.11 Berdasarkan Contoh 2.1.3, himpunan I = {0, 1, 2, 3} merupakan

n-Ideal Lengkap dari B-Aljabar sebab :

i. Karena I = {0, 1, 2, 3}, maka jelas bahwa 0 anggota di I .

ii. Untuk x ∗ y ∈ I ,∀y 6= 0 ∈ I , maka diperoleh xn 6= 0 ∈ I , untuk setiap

n ∈ Z>0.

• x ∗ y = 1 ∗ 2 = 3 ∈ I dan y = 2 ∈ I ⇒ n = 3 ∈ Z>0, x3 = 33 =

(3 ∗ 3) ∗ 3 = 0 ∗ 3 = 1 ∈ I

• x ∗ y = 3 ∗ 1 = 2 ∈ I dan y = 2 ∈ I ⇒ n = 4 ∈ Z>0, x4 = 33 =

((3 ∗ 3) ∗ 3) ∗ 3 = (0 ∗ 3) ∗ 3 = 1 ∗ 3 = 2 ∈ I

• x ∗ y = 2 ∗ 1 = 1 ∈ I dan y = 1 ∈ I ⇒ n = 3 ∈ Z>0, x3 = 23 =

(2 ∗ 2) ∗ 2 = 0 ∗ 2 = 2 ∈ I

Hal tersebut juga berlaku untuk setiap x, y ∈ X .

Karena aksioma (i) dan (ii) terpenuhi. Sehingga terbukti bahwa I = {0, 1, 2, 3}

memenuhi Proposisi 4.3.10.

4.4. Konsep B-Aljabar Dalam Islam

Dalam aljabar memiliki pengertian konsep tersendiri dari ilmu pengetahuan

lainnya seperti halnya, (1) pernyataan pada sebuah kalimat di dalam aljabar da-

pat bernilai benar atau dapat bernilai salah (tetapi tidak dapat sekaligus bernilai

keduanya). (2) Sehingga nilai kebenaran suatu pernyataan dalam sebuah kalimat,

mengacu pada kondisi atau keadaan yang sebenarnya dalam pernyataan tersebut.

(3) Dengan variabel yang merupakan lambang atau simbol yang mewakili sebarang

anggota atau elemen dalam suatu semesta pembicaraan. (4) Sedangkan, koefisien

merupakan suku aljabar yang mewakili banyaknya variabel. (5) Serta, konstanta
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merupakan simbol yang memilih suatu anggota atau elemen tertentu dalam him-

punan semestanya (Fitria, 2018).

Dari hal tersebut, dapat dikaitkan dalam konsep definisi pada B-Aljabar ya-

itu (i) x ∗ x = 0, (ii) x ∗ 0 = x, dan (iii) (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (z∗(0 ∗ y)), dengan

∀x, y, z ∈ X . Dapat ditunjukkan bahwa pada aksioma ke−(i) hingga ke−(iii),

memiliki variabel yang diwakili oleh x, y, z, dan 0 merupakan konstanta. Dengan

nilai kebenaran yang dijamin benar.

Sehingga dari pernyataan tersebut, untuk memilah apakah suatu pernyataan

tersebut benar atau salah atau bukan keduanya, maka perlu ditanamkannya nilai

kejujuran. Keutamaan berlaku jujur telah dipaparkan pada Al-Qur’an yaitu yang

tertera dalam Surat Al-Anfal/8:58 berikut.

Artinya : ”Dan jika engkau (Muhammad) khawatir akan (terjadinya) peng-

khianatan dari suatu golongan, maka kembalikanlah perjanjian itu kepada mereka

dengan cara yang jujur. Sungguh, Allah tidak menyukai orang yang berkhianat”.

Serta berdasarkan hadist dari Rasulllah SAW :

Dari Nabi Muhammad SAW, bersabda yaitu : ”Sesungguhnya kejujuran

itu menunjukkan kepada kebaikan dan sesungguhnya kebaikan itu menunjukkan

ke syurga dan sesungguhnya seseorang selalu berbuat jujur sehingga dicatatlah
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di sisi Allah sebagai seorang yang jujur. Dan sesungguhnya dusta itu menunjukk-

an kepada kejahatan dan sesungguhnya kejahatan itu menunjukkan kepada neraka

dan sesungguhnya seseorang yang selalu berdusta, maka dicatatlah di sisi Allah

sebagai seorang yang pendusta” (HR. Bukhori dan Muslim).

Berdasarkan ayat dan hadist di atas menganjurkan umat manusia untuk se-

nantiasa bersikap jujur dalam berbagai keadaan dan situasi apapun. Begitu pula,

sesuai dengan pernyataan pada definisi B-Aljabar yang menyatakan nilai kebenaran

dari sebuah definisi adalah benar, karena telah terbukti kebenarannya. Sehingga de-

ngan adanya nilai kejujuran, maka akan mempermudah umat manusia untuk menilai

atau memilah suatu pernyataan sesuai dengan nilai kebenarannya.
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BAB V

PENUTUP

Dalam pembahasan ini merupakan pembahasan terakhir yang memperli-

hatkan mengenai simpulan dan saran yang didapatkan dari pembahasan sebelum-

nya.

5.1. Simpulan

Berdasarkan pemaparan mengenai sifat-sifat yang terdapat dalam konsep

B-Aljabar, yaitu Ideal, Ideal Lengkap, n-Ideal, dan p-Ideal pada B-Aljabar, dapat

ditarik kesimpulan sebagai berikut.

1. Sifat-sifat dari Ideal Lengkap dan n-Ideal pada B-Aljabar sebagai berikut.

(a) Sifat-sifat Ideal Lengkap pada B-Aljabar yaitu :

• Setiap Ideal dari B-Aljabar merupakan Ideal Lengkap.

• Setiap Subaljabar dari B-Aljabar adalah Ideal Lengkap.

• Setiap Normal dari B-Aljabar adalah Ideal Lengkap.

(b) Sifat-sifat n-Ideal pada B-Aljabar yaitu :

• Setiap Ideal dari B-Aljabar merupakan n-Ideal.

• Setiap Subaljabar dari B-Aljabar merupakan n-Ideal.

• Setiap Normal dari B-Aljabar merupakan n-Ideal.

• Jika I adalah n-Ideal dari B-Aljabar X dan 0 ∗x = x,∀x ∈ X , maka

I merupakan Ideal.

63
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2. Hubungan antara Ideal Lengkap dengan n-Ideal pada B-Aljabar sebagai beri-

kut.

(a) Setiap Ideal Lengkap dari B-Aljabar X merupakan n-Ideal Lengkap.

(b) Setiap n-Ideal I dari B-Aljabar X dan berlaku 0 ∗ x = x, ∀x ∈ X meru-

pakan n-Ideal Lengkap. Apabila sebaliknya, belum tentu berlaku.

3. Hubungan antara n-Ideal Lengkap dengan p-Ideal pada B-Aljabar sebagai

berikut.

(a) Setiap p-Ideal dari B-Aljabar X merupakan Ideal. Apabila sebaliknya,

belum tentu berlaku.

(b) Setiap p-Ideal dari B-Aljabar X merupakan Ideal Lengkap.

(c) Setiap p-Ideal dari B-Aljabar X merupakan n-Ideal.

(d) Setiap p-Ideal dari B-Aljabar X merupakan n-Ideal Lengkap.

5.2. Saran

Setelah membahas mengenai sifat-sifat Ideal Lengkap, n-Ideal, dan p-Ideal

pada B-Aljabar, berikut beberapa saran yang disampaikan yaitu :

1. Pada penelitian ini diharapkan dapat menjadi referensi untuk penelitian selan-

jutnya mengenai B-Aljabar, seperti halnya sifat-sifat Ideal Lengkap, n-Ideal,

dan p-Ideal pada B-Aljabar ataupun hubungan antara Ideal Lengkap dengan

n-Ideal, dan hubungan antara n-Ideal Lengkap dengan p-Ideal pada B-Aljabar.

2. Pada penelitian ini, sifat-sifat yang berhubungan antara n-Ideal Lengkap de-

ngan p-Ideal pada B-Aljabar dirasa masih kurang, sehingga diharapkan pada

penelitian selanjutnya didapatkan sifat-sifat yang bervariasi antara hubungan

n-Ideal Lengkap dengan p-Ideal pada B-Aljabar.
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