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ABSTRAK

OPERASI CLOSURE PADA MV-ALJABAR

MV-aljabar M adalah struktur aljabar dengan dua operasi biner (yaitu &
dan =) yang memenuhi aksioma-aksioma tertentu pada MV-aljabar. Dalam
MV-aljabar didefinisikan suatu Ideal dan dalam suatu Ideal MV-aljabar, dibentuk
suatu himpunan yang berisikan ideal-ideal dari MV-aljabar yang dinyatakan
sebagai operasi closure. Sehingga muncullah gagasan mengenai operasi closure
pada MV-aljabar. Operasi closure pada MV-aljabar merupakan suatu pemetaan
¢ : Id(A) — Id(A) yang memenuhi beberapa aksioma yaitu (1)/ C ¢ (2)[* =
I¢, dan (3) Jika I C J maka [¢ C J¢, dimana /¢ adalah closure I. Adapun sifat -
sifat dari operasi closure pada MV-aljabar adalah (1) Closure Stabil dimana A
adalah sebuah MV-Aljabar, jika Id(A) adalah linearly order by inclusion maka
setiap operasi closure pada A adalah stabil. (2) Closure Semi-Prime dimana
operasi closure ¢ adalah semi-prime jika dan hanya jika (I° ® J°)° = (I ® J)°
untuk setiap ideal [, J € A.

Kata kunci: MV-aljabar, Closure MV-aljabar, Closure Stabil, dan Closure Semi-
Prime
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ABSTRACT

CLOSURE OPERATIONS ON MV-ALGEBRAS

MV-algebras M is an algebraic structure with two binary operations
(namely & and x) that satisfy certain axioms of MV-algebras. In MV-algebras
defined an Ideal. In an Ideal MV-algebras, a set containing the ideals of
MV-algebras is formed which is expressed as the closure operation. Thus, the idea
of closure in MV-algebras came up. The closure operation in MV-algebras is a
mapping ¢ : Id(A) — Id(A) which satisfies several axioms namely
(1)I C I¢(2)1° =1° and (3) If I C J then I¢ C J¢, where /€ is closure /. The
properties of the closure operation on MV-algebra are (1) Closure Stable where A
is an MV-Algebras, if Id(A) is linearly order by inclusion then every closure
operation on A is stable. (2) Closure Semi-Prime where operation closure c is
semi-prime if and only if (1° ® J¢)° = (I ® J)° for every ideal I, J € A.
Keywords: MV-algebras, Closure MV-algebras, Stable Closure, and Semi-Prime
Closure
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BAB 1

PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang Masalah

Matematika ialah ilmu pasti yang terdiri dari beberapa subkeilmuan, yaitu
analisis, statistika, ilmu terapan dan ilmu komputasi. Bidang analisis ialah bidang
ilmu matematika yang mengkaji tentang konsep aljabar. Pola mengkaji konsep
analisis diawali dengan suatu definisi serta aksioma yang kemudian dipergunakan
untuk pembuktian sebuah teorema, lemma, serta proposisi (Zaidatun , 2019).
Banyak konsep matematika yang termuat pada al-Qur’an, termasuk konsep aljabar.
Sebagaimana ditunjukkan dengan ayat al-Qur’an yang membahas mengenai

operasi bilangan dalam surat Al-Baqarah (2) ayat 234:

l=ags Al i T, 2l o R L2 Nt tSC e e es
Py AR A et G e ) 000N S 0 2D

-

Gl O (,"' Y0 sl <kl
by ARy 2y 5y s J S L2 Sl e D Gl A 8L

Artinya: ”Dan orang-orang yang mati di antara kamu serta meninggalkan
istri-istri hendaklah mereka (istri-istri) menunggu empat bulan sepuluh hari.
Kemudian apabila telah sampai (akhir) idah mereka, maka tidak ada dosa bagimu
mengenai apa yang mereka lakukan terhadap diri mereka menurut cara yang patut.

Dan Allah Maha Mengetahui apa yang kamu kerjakan.”(QS. Al-Baqarah : 234)

Berdasarkan Q.S. Al-Bagarah ayat 234, terdapat operasi penjumlahan yang



dianalogkan dengan masa idah. Masa idah itu sendiri adalah empat bulan lebih
sepuluh hari. Pada ilmu matematika dituliskan 4 bulan 410 hari. Asumsikan, jika 1
bulan = 30 hari, sehingga masa idah itu terjadi selama 4 x 30 hari +10 hari = 130

hari.

Operasi penjumlahan dalam matematika dinotasikan dengan simbol
maupun aturan yang berlaku. Akibatnya matematika ialah suatu ilmu bahasa yang
memanfaatkan simbol dan metode yang berlaku (Jaenal |, 2019). Pada bidang
keilmuan aljabar terdapat subkeilmuan lain yaitu aljabar abstrak. Aljabar abstrak
merupakan disiplin keilmuan yang mengkaji tentang bentuk aljabar mengenai
himpunan, grup, ring (gelanggang), lapangan (field) serta ruang vektor. Himpunan
1alah gugusan objek yang terbukti dengan jelas. Gugusan objeknya disebut sebagai
anggota bagian dari suatu himpunan (Bhattacharya dkk. | [1995). Selain dikaji

dalam ilmu matematika, teori himpunan juga tertera dalam QS. Yunus ayat 101:

I o5 02 2080 2N 2o oSN e 20 s R e 1 e
\,._:f)ﬁv&)-b.'}\_ﬂi\ﬂ ESadi0s) d?)\‘} = e 3 Sy — VL"

o .:‘,47 4
D5

Artinya: “Katakanlah: ’Perhatikanlah apa yang ada di langit dan di bumi!
Tidaklah bermanfaat tanda-tanda (kebesaran Allah) dan rasul-rasul yang memberi

peringatan bagi orang yang tidak beriman’.” (QS. Yunus : 101)

Berdasarkan QS. Yunus:101 disebutkan bahwa terdapat dua himpunan
mengenai kebesaran Allah, yakni himpunan segala sesuatu yang ada di langit dan
himpunan segala sesuatu yang ada di muka bumi. Selain ayat di atas, teori

himpunan juga disebutkan dalam salah satu hadis yaitu:
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Artinya: “Telah menceritakan kepada kami Muhammad bin Sulaiman
Al-Anbari bahwasanya Abdul Malik bin Amru telah menceritakan kepada mereka,
dari Dawud bin Qais dia berkata; Telah menceritakan kepadaku Sa’d bin Ishaq
telah menceritakan kepadaku Abu Tsumamah Al-Hannath bahwasanya Ka’ab bin
’Ujrah pernah mendapatkannya hendak pergi ke masjid. Salah satunya bertemu
dengan temannya. Kata Abu Tsumamah; Ka’ab mendapatiku sedang menjalin
kedua tanganku, maka dia melarangku berbuat demikian dan berkata;
Sesungguhnya Rasulullah shallallahu ’alaihi wasallam bersabda: Apabila salah
seorang di antara kalian berwudhu, lalu dia membaguskan wudhunya, kemudian
pergi dengan sengaja ke masjid, maka janganlah dia menjalin kedua tangannya,
karena perbuatan itu dianggap himpunan ibadah salat.” (H.R Sunan Abu Dawud

No. 475)

Dalam hadis diatas dijelaskan bahwa terdapat suatu himpunan yaitu
himpunan ibadah salat. Himpunan sendiri didefinisikan sebagai sekumpulan objek

yang terdefinisi jelas dan memiliki karakter yang sama. Begitu pun himpunan



ibadah salat yang beranggotakan dari berwhudu, menyempurnakan wudhu, berniat
melakukan ibadah dan dilarang menjalin kedua tangannya dengan mahramnya.
Yang mana himpunan tersebut merupakan tuntunan sebelum melakukan ibadah
salat. Dalam melaksanakan ibadah salat sendiri terdapat beberapa rukun-rukun
salat yang harus dilaksanakan, salah satunya adalah sujud. Sujud dapat dilakukan
dimana saja kecuali tempat yang najis. Seperti yang dijelaskan pada hadis berikut

yang berbunyi:
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Artinya: “Telah menceritakan kepada kami Musa bin Isma’il telah
menceritakan kepada kami Hammad -dari jalun lainnya- Dan telah menceritakan
kepada kami Musaddad telah menceritakan kepada kami Abdul Wahid dari Amru
bin Yahya dari Ayahnya dari Abu Sa’id dia berkata; Rasulullah shallallahu ’alaihi
wasallam bersabda. Dan Musa berkata di dalam hadits riwayatnya, yang ia taksir
hadis Amru bahwasanya Nabi shallallahu ’alaihi wasallam bersabda: “Semua
tempat di bumi ini adalah Masjid (dapat digunakan untuk shalat atau bersujud)

kecuali kamar mandi dan kuburan.”(H.R Sunan Abu Dawud No. 415)

Berdasarkan hadis di atas dijelaskan bahwa terdapat dua tempat untuk
bersujud yaitu tempat yang diperbolehkan untuk bersujud dan tempat yang
diharamkan untuk bersujud. Dua tempat itulah yang dapat dinyatakan dalam

sebuah teori himpunan. Yang mana teori himpunan tersebut adalah himpunan



tempat yang diperbolehkan untuk bersujud serta himpunan tempat yang
diharamkan untuk bersujud yaitu kuburan dan kamar mandi. Hadis di atas

ekuivalen dengan kaidah yang terdapat dalam kitab ”Risalah Qawa-id Figh”:

A -
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Artinya: “Segala sesuatu pada dasarnya boleh, kecuali jika ada dalil yang

mengharamkannya.”

Dari kaidah di atas dijelaskan bahwa segala sesuatu pada dasarnya
diperbolehkan, akan tetapi menjadi haram apabila terdapat dalil yang menyatakan
keharamannya. Seperti halnya pada hadis Sunan Abu Dawud No. 415, semua
tempat di muka bumi diperbolehkan untuk bersujud akan tetapi terdapat pula
tempat yang diharamkan untuk bersujud. Pada hadis dan kaidah di atas
menjelaskan salah satu bentuk umum himpunan dalam islam. Teori himpunan

sendiri dipelajari dalam ilmu matematika.

Matematika ialah ilmu yang mengkaji tentang logika, bentuk, struktur,
hubungan dan ruang. Saat mengkaji ilmu matematika, selain memahami makna
matematika diperlukan, kajian lanjut mengenai sifat atau karakteristik dari

matematika. Yang mana kajian itu dipelajari dalam aljabar abstrak.

Suatu aljabar abstrak yang memiliki dua operasi biner dan terbukti pada
aksioma khusus dikenal sebagai ring (gelanggang). Himpunan tak kosong R
dengan dua operasi biner terhadap perkalian dan penjumlahan dikatakan sebagai
ring (gelanggang) jika terhadap operasi penjumlahan merupakan suatu grup
komutatif atau memenuhi sifat tertutup, asosiatif, mempunyai elemen identitas,

dan eksistensi elemen invers serta komutatif terhadap operasi penjumlahan dan



merupakan semigrup terhadap operasi perkalian artinya berlaku sifat tertutup dan
asosiatif serta berlaku sifat distributif terhadap operasi perkalian dan penjumlahan,
yang dinotasikan (R, 4+, x) (Rahcman dkk. | 2012). Ring R dikatakan ring
komutatif jika bersifat komutatif terhadap operasi perkalian serta ring R
merupakan ring satuan apabila mempunyai elemen identitas akan operasi
perkalian. Suatu ring R yang memenuhi sifat komutatif dan mempunyai elemen
identitas pada operasi perkalian adalah ring komutatif dengan elemen satuan.
Dalam suatu ring, dibahas juga mengenai konsep ideal. Ideal merupakan bagian
dari suatu ring yang memiliki struktur yang istimewa. Diberikan (R, +, x) adalah
ring dengan I C R dan I # (). Himpunan I dikatakan ideal pada R apabila: (i)I
subgrup dari R terhadap penjumlahan (+), (i7) Untuk setiap # € I danr € R

berlaku xr € I dan rx € I (Herstein |, |1975).

Berdasarkan definisi ring komutatif, memotivasi suatu abstraksi sehingga
muncullah konsep MV-aljabar. Sebuah MV-aljabar didefinisikan sebagai suatu
aljabar (M, @, *,0), dimana & adalah operasi biner, % adalah operasi uner, dan 0
adalah konstanta sehingga aksioma berikut terpenuhi yaitu untuk setiap 5,k € M
berlaku (i)(M, &, 0) merupakan abelian monoid, (ii)(5*)* = j, (:9)0* & j = 0*
dan (iv)(j* @ k) @ k = (k" & j)" & j (Heubo-Kwegna and Nganou | 2020).

Lebih lanjut, berlandaskan teori Ideal dari Ring diabstraksikan suatu teori
Ideal MV-aljabar. Misalkan M adalah MV-aljabar dan I merupakan himpunan
bagian tak kosong dari M (I C M, I # ()). Dapat dikatakan bahwa I adalah ideal
MV-aljabar apabila memenuhi beberapa kondisi, yaitu (i) 0 € I, (i7) j, k € I maka

j@® kel (iii)j € Idank < jmakak € I (Anatolij and Beloslav ||1998).

Menelaah pada ideal dari ring komutatif dengan elemen satuan R, bahwa

jumlahan, gabungan, serta irisan dari beberapa ideal juga merupakan ideal.



Akibatnya, dibentuk suatu himpunan yang berisi ideal-ideal dari ring komutatif.
Lebih lanjut didefinisikan suatu pemetaan operasi closure dengan ideal ring
komutatif yang dinotasikan dengan ¢ : I — [(I ~ I¢). Suatu pemetaan antara
elemen-elemen dari himpunan terurut parsial dikatakan sebagai operasi closure
jika memenuhi tiga aksioma yaitu (i) I C I¢ (ekstensi), (it) I C J = [° C J°¢

(order-preservation) dan (iii) (I¢)° = I¢ (idempoten) (Dario and Marco |, 2012).

Dari pemaparan diatas dapat dilihat bahwa gagasan operasi closure
memainkan peran penting dalam teori ring komutatif yang ideal. Karena operasi
closure erat kaitannya dengan teori ring komutatif yang ideal sehingga memotivasi
abstraksi gagasan operasi closure pada MV-aljabar. Oleh karena itu, penelitian ini

mengkaji lebih lanjut tentang operasi closure pada M V-aljabar.

1.2. Rumusan Masalah

Dari penjelesan latar belakang, dirumuskan beberapa masalah yaitu:

1. Bagaimana pengertian dari operasi closure pada MV-aljabar ?

2. Bagaimana sifat-sifat dari operasi closure pada MV-aljabar ?

1.3. Tujuan Penelitian

Berlandaskan rumusan masalah, tujuan dari penelitian ini adalah:

1. Untuk membuktikan pengertian dari operasi closure pada MV-aljabar.

2. Untuk menunjukkan sifat-sifat dari operasi closure pada MV-aljabar.

1.4. Manfaat Penelitian

Beberapa manfaat yang diinginkan pada penelitian ini yaitu:



1. Manfaat Teoritis

Dapat menjadi literatur dalam mengkaji ulang ataupun mengembangkan

penelitian yang terkait.

2. Manfaat Praktis

Dapat memberi ilmu serta pengetahuan baru tentang operasi closure pada

MV-aljabar.

1.5. Sistematika Penulisan

Sitematika dalam penelitian ini yaitu sebagai berikut.

1. BAB I PENDAHULUAN

Mengkaji tentang latar belakang masalah, rumusan masalah, tujuan penelitin,

manfaat penelitian, serta sistematika penulisan.

2. BAB II TINJAUAN PUSTAKA

Mengkaji penjelasan teori mengenai definisi, contoh serta beberapa sifat dari

MV-aljabar serta ideal M'V-aljabar.

3. BAB III METODE PENELITIAN

Mengkaji mengenai sebuah metode yang dipergunakan pada penelitian yang

dapat menunjang keberhasilan penelitian.

4. BAB IV HASIL DAN PEMBAHASAN

Mengkaji tentang hasil yang diperoleh pada operasi closure dan sifat-sifat

dari operasi closure.

5. BAB V PENUTUP

Membahas mengenai kesimpulan serta saran.



BAB 11

TINJAUAN PUSTAKA

Bab dua ini membahas tentang dasar-dasar teori yang dipergunakan pada

pengerjaan penelitian yaitu mengenai MV-aljabar dan Ideal M V-aljabar.

2.1. MV-aljabar

Berikut ini dijelaskan tentang definisi M V-aljabar.

Definisi 2.1.1 (Nola dkk. | 2003|) Suatu aljabar (M, &, *,0) disebut MV-aljabar,
dimana & adalah operasi biner, x adalah operasi uner, dan 0 adalah konstanta

apabila untuk setiap j, k,l € M memenuhi beberapa aksioma berikut:

1. (M, ®,0) adalah Abelian monoid,

(a) j& (kD)= (j® k) D (Asosiatif),
(b) 3 ®0 = j (Elemen Identitas),

(c) 7 ® k= k& j (Komutatif),
2. =1,
3. 00® 5 =07
4. (Fok)yok= (ko)) oj.

Pada setiap MV-aljabar M didefinisikan 1 = 0*. Lebih lanjut, pada

MV-aljabar didefinisikan operasi © dan © dimana operasi tersebut bergantung



10

pada operasi biner @, yaitu

JOk= (" Dk (2.1)

Dan berdasarkan definisi operasi biner ® pada Persamaan (2.1)), diperoleh

GTOR) =G @®))) =(ek)) =0k (2.2)

Dan

JOk=7OkK =G & (k")) = ek) (2.3)

Berdasarkan Definisi yaitu (j*)* = j, diperoleh:

1* = (0%)* =0 (2.4)

Lebih lanjut, berdasarkan Definisi [2.1.1] dipunyai

je0*=0" (Berdasarkan diketahui yaitu 1 = 0%)

diperoleh
jel=1 (2.5)
Berdasarkan Definisi yaitu (j* @ k)* @k = (k* @ j)* & j dan sifat MV-aljabar

terhadap operasi © sehingga dipunyai

(jek)eok=(koj) dj (2.6)
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Berdasarkan Persamaan (2.3)) yaitu j © k = j ® k*, diperoleh

(JOk)Dk=GOK)DE
— (@ () @k
= ekek  DefinisRLI(j* @ k) G k= (k" dj) &)
=k'®j) Dy (Definisi 2.1.1] (M, &, 0) sifat komutatif)
=K ®j)®)
=k ®()) @5 (PersamaanR.1|(j* D L") =jOk)
=(koj)dj (Berdasarkan Persamaan2.3]j © k* = j © k)

=(kej)®j

Misalkan £ = 0*. Maka berdasarkan Definisi yaitu (j*@k)* @k = (k*®j)*®j
diperoleh:

j@i =1. 2.7)

Berikut diberikan contoh himpunan MV-aljabar.

Contoh 2.1.2 (Chang ,|1958)) Misalkan A = [0, 1] C R. Didefinisikan operasi &
dengan s &t = min(s + t,1) untuk setiap s,t € A dan didefinisikan operasi

dengan s* = 1 — s. Himpunan (A, @, *,0) adalah MV-aljabar, sebab :

1. Himpunan (A, &, 0) adalah Abelian monoid.

e Asosiatif
Ambil sebarang s,t,u € A.

Akan ditunjukkan bahwa (s ©t) Bu = s @ (t D u)



Diperhatikan

(s@t)@u = (min(a+t1))du

= min(min(s +t,1) +u, 1)

Il
3

(
in(min(s +t+wu,u+1),1)
=min(s+t+u,u+11)
in(

u,+1,1)

I
—

s@(tdu) s@® (min(t + u,1))

in(min(t +u,1) + s, 1)

Il
3

min(min(t +u+s,s+1),1)

(
(
(
in(

min(t+u+s,s+1,1)

s+1,1)

I
—

e Elemen Identitas

Terdapat e = 0 € A, untuk setiap p € A, maka berlakue @ s = s

eds=0@s =min(0+s,1)
= min(s, 1)

=S

e Komutatif
Untuk setiap s,t € A, berlaku s @t =t @ s.

Ambil sebarang s,t € A.

12



Diperhatikan,
st =min(s+t,1)

= min(t + s, 1)
=tPs
2. Ambil sebarang s € A, berlaku
=(1-s)*
=1-(1-y¢)

3. Ambil sebarang s € A, berlaku

0ds =(1-0)Ps
=1&s
=min(l +s,1)
—

= 0*

13
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4. Ambil sebarang s,t € A, maka berlaku

(s*ot)y ot =((1-s)o(1—1t) &t
=(min(l—s+1—-t1))" ®t
=min(2—s—t,1)* Bt
=1"dt
=0t
=min(0+1t,1)

=1

(t*ds)yads =(1—-t)ds)* ®s
=(min(l—t+s,1)*® s
=1"®s
=0®s
=min(0+ s, 1)

= |

Contoh 2.1.3 (Rasouli and Davvaz | 2010) Misalkan A = {0,mq, mo,1}.

Diberikan definisi pada tabel berikut:

Tabel 2.1 Tabel Cayley Himpunan A Terhadap Operasi Biner ©

© 0 my Mo 1
0 0 miy Mo
mq | Ty 1T 1

—_ = =

Tabel 2.2 Tabel Cayley Himpunan A Terhadap Operasi Uner *

* ‘ 0 myp Mo 1
‘ 1 meo My 0

Himpunan (A, @, %, 0) adalah MV-aljabar.
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1. (A,,0) adalah Abelian Monoid.

(a) Asosiatif
Akan ditunjukkan untuk setiap j, k,l € A berlaku j & (k ® 1) = (j &
k)@l
Misal j = 0, k = m, dan [ = ms, maka diperoleh
jekal)=0®(m &me) =061=1
ok Sl=00m)@r=m &my =1

(b) Elemen identitas
Terdapat e = 0 € A untuk setiap j € A berlakue @ 5 = j.
Misal ;7 = 0, maka diperoleh
e@j=00;=000=0.

(¢) Komutatif
Untuk setiap j, k € A berlaku j & k =k & j.
Misal 7 = 0 dan £ = 1, maka diperoleh
jok=001=1060=k& .

(d) Untuk setiap j € A berlaku j** = j.
Misal 7 = m;, maka diperoleh
77 =(77)" = ((m1)")" = (m2)" = ma.

(e) Untuk setiap j € A berlaku 0* & j = 0*.
Misal 7 = mo, maka diperoleh
0B =0Pmy=1Eme=1=0"

(f) Untuk setiap j, k € A berlaku (j* @ k)* & k = (k* & j)* © j. Misal
x = 0 dan y = my, maka diperoleh
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0 EBml = m
(B*@j)*®j = (m;®0)*®0 = (m2@0)* D0 = (my)* D0 =my &0 =

mi.

Teorema 2.1.4 (Mundici | |2007) Diberikan MV-aljabar (M, ®, x,0). Untuk setiap
elemen j, k € M, maka kondisi berikut ekuivalen:

1. & k=1,

2. JOk*=0,

3 k=j@(kej),

4. Terdapatl € M sedemikian sehingga j ® 1 = k.
Bukti. (1) = (2)
Diketahui: j* & k = 1.
Akan ditunjukkan bahwa j © £* = 0.
Berdasarkan Persamaan 2.1|diperoleh j ® k* = (j* @ k)*.

Apabila Persamaan j ® k* = (5* @ k)* di (x)-kan di kedua ruas, maka diperoleh

(j O k) = ((* ® k)" (Definisi E11] yaitu j= = j)

GOk =j"dk (Berdasarkan diketahui yaitu j* & k = 1)
Ok =1 (Kedua ruas di (x)-kan)
(GOEY ) =1* (Definisi 2.1.1] yaitu j** = j dan Persamaan [2.4] yaitu 1* = 0)
rOy =0

(2) = (3) Diketahui: j ® k* =0

Akan ditunjukkan k = k£ @ (k © 7).
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Berdasarkan Definisi yaitu (M, &, 0) yang bersifat komutatif, maka

j@d(koj)=(koj)®j (Persamaan (2.6) yaitu (jOk) D k= (kO j)Dj
=(jok)®k (Persamaan (2.1) yaitu j © k = (@ k™)")
= (j © k™) @k (Berdasarkan diketahui yaitu j ® k" = 0)
=0&k (Definisi2.1.1] (M, , 0) Abelian monoid, elemen identitas)

=k



18

(3) = (4)
Diketahui k = j & (k & j)
Akan ditunjukkan bahwa terdapat [ € M sedemikian sehingga j & [ = k.

Pilih | = k © j. Sehingga berdasarkan diketahui, maka diperoleh

j@l=j& (ko))

(4) = (1)
Diketahui: Terdapat [ € M sedemikian sehingga j ¢ [ = k.
Akan ditunjukkan bahwa j* & [ = 1.

Diperhatikan,

JFek=j"®(j@l) (Definisi.1.1]()M,®,0) Abelian monoid, sifat asosiatif)

= (7@ j) @l (Berdasarkan Persamaan (2.7) yaitu j @ j* = 1)

=1l (Karena 1 = 0%)

=0dl (Definisi [2.1.1] yaitu j @ 0* = 0%)

=0 (Berdasarkan Persamaan 2.4]yaitu 1* = (0*)* = 0)
=1
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Teorema 2.1.5 Misalkan M adalah MV-aljabar. Untuk setiap b € M,b* adalah

solusi tunggal j yang memenuhi persaman berikut:

b j=1
boj=0

Bukti. Ambil sebarang b € M. Diperhatikan

l.bdj=1
&7 =0
2.005=0
< g =0b"

Jadi, 7 = b* € M merupakan solusi tunggal dari persamaan b&j = 1 danb®j = 0.
[

Diberikan M adalah MV-aljabar. Untuk setiap dua elemen j dan k
didefinisikan bahwa

j<kejfak=0 =1 (2.8)

Operasi < disebut orde parsial atau natural orde dari M yang memiliki sifat reflektif,

antisimetri dan transitif.

Teorema 2.1.6 (Mundici | 2007) Diberikan MV-aljabar (M, ®, x,0). Dalam setiap

MV-aljabar M natural order < memenuhi sifat berikut:

1. j < k jika dan hanya jika k* < j*,

2. Jika j < k maka untuk setiap | € M berlaku j &1 < k@ ldan j Ol < kO],

3. Jikaj®j <lmakaj < k* DI
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Bukti.

1. 5 < kjika dan hanya jika k* < j*
(=) Diketahui j < k artinya j* @ k = 1.

Akan ditunjukkan k* < j* artinya (k*)* @ j* = 1.

Diperhatikan,
(k") @4 (Definisi yaitu ()" = j)
=k®j" (Definisi[2.1.1)yaitu j ® k = k & j)
=70k (Berdasarkan diketahui yaitu j* @ k = 1)
=l

Karena (k**) @ j* = 1, maka k* < j*.
(<) Diketahui k* < j* artinya
Akan ditunjukkan j < k artinya akan ditunjukkan j* & £ = 1.

Diperhatikan,

j ek (Definisi yaitu (M, &, 0) Abelian monoid, sifat komutatif)
=k®y" (Definisi yaitu (j%)* = 7)
= (k*)* @ 7% (Berdasarkan diketahui yaitu (k*)* & j* = 1)

=1

Karena j* @& k = 1, maka j < k.

2. Jika j < k maka untuk setiap [ € M berlaku j &l < k@ ldanj Ol < kO 1.

Diketahui j < y, artinya j* & k =1
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Akan ditunjukkan untuk setiap [ € M, berlaku:

@ jol<kal
Ambil sebarang [ € M.
Akan ditunjukkan j [ < k @ .
Dengan kata lain akan ditunjukkan (j & 1)* @ (k@ 1) =1

Diperhatikan,

Gel)aekal (Definisi 2.1.1] sifat komutatif)
=kol)e(al) (Definisi 2.1.1] sifat asosiatif )
=kl (o) (Definisi 2.1.1] sifat komutatif)
=k (o) ol (Definisi[2.1.1] yaitu (j*)* = j)
=k (") ®)* ®l) (Definisi[2.1.1poin (4))
=k ((I"® ) ®j° (Definisi2.1.1]sifat komutatif)
=kd (G @ (*® 7)) (Berdasarkan Persamaan [2.1)
=ko (G (ol (Definisi 2.1.1] sifat asosiatif)

=(kej)e(jol) (Berdasarkan diketahui yaitu j* & k = 1)

=1e(ol (Berdasarkan Teorema [2.1.4] dan Teorema [2.1.3))
=160 (Berdasarkan definisi yaitu 1 = 0%)

=0"@0 (Berdasarkan Persamaan [2.7)

=1

Karena (j @ 1)* @ (k@) =1, makaj 1 <[ PI.

b jol<kol

Ambil sebarang [ € M.



22

Akan ditunjukkan j © 1 < k © L.

Dengan kata lain akan ditunjukkan (; © 1)* @ (k© 1) =1

Diperhatikan,

Golae kol (Definisi [2.1.1] sifat komutatif)
=koh)a(ol” (Berdasarkan Persamaan [2.1))

=k al) ey @k)")" (DefinisiR.1.1]yaitu (55)* = j)
=kl (G ol (Definisi [2.1.1] sifat asosiatif dan komutatif)
=k el al" (Definisi[2.1.1] poin (4))

=i (") ok ok (Definisi 2.1.1] yaitu (*)* = 5)
=jo(ldy) (Definisi [2.1.1] sifat komutatif)
=jeke(lak) (Berdasarkan diketahui yaitu j* @ k = 1)
=1®(®k) (Berdasarkan Persamaan [2.1))
=10k (Berdasarkan Teorema [2.1.4]dan Teorema[2.1.3)
=140 (Berdasarkan definisi yaitu 1 = 0%)
=090 (Berdasarkan Persamaan [2.7/])

=1

Karena (j ©1)*@ (k©l) =1, maka j Ol < kO

3. Jikaj®k <lImakaj < k*PI.
Diketahui j ® k& < [ artinya (j ©® k)* ® 1 = 1.
Akan ditunjukkan 57 < k* & [.

Atau akan ditunjukkan j* @ (k* @ ) = 1.
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Diperhatikan,

jJre kel (Definisi 2.1.1] sifat asosiatif)

=(jJ okl (Definisi 2.1.1] yaitu (z*)* = )

= ((j*®k*)")* @1 (Berdasarkan Persamaan.1|yaitu z © y = (z* @ y*)*)
={ok)al (Berdasarkan diketahui yaitu (x © y)* @ 2z = 1)

=1

Karena j* @ (k* @) = 1 maka j < k* @ L.

2.2. Ideal MV-aljabar

Dalam M V-aljabar didefinisikan suatu ideal sebagai berikut:

Definisi 2.2.1 (Dubuc and Poveda | 2010) Misalkan M adalah MV-aljabar dan I
merupakan himpunan bagian tak kosong dari M. Himpunan 1 dikatakan ideal

apabila memenuhi kondisi berikut:

1. 01,
2. j,k€Imakajdkel

3. 9€ldank < jmakak €1

Berikut diberikan contoh dari ideal MV-aljabar.

Contoh 2.2.2 Berdasarkan Contoh [2.1.2} maka himpunan I = {0, 1} adalah ideal

pada MV-aljabar A sebab:
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1. Himpunan I = {0, 1}, maka terbukti bahwa 0 € I.

2. Ambil sebarang j, k € I maka j @ k € I. Asumsikan j = 1, k = 1, diperoleh

J®k=min(l4+1,1)=min(2,1)=1€1

3. Ambil sebarang j € Tdan k£ < Imakal € I.

Diperhatikan £ < j < k* & j = 1 dan didefinisikan operasi * dengan

j=1-j

Asumsikan 7 = 0, maka diperoleh

j=0€Tdank'dj=(1-k)®j=(1-1)B0 =080 =0€I=k=1€1

Karena memenuhi ketiga aksioma tersebut, dengan demikian terbukti bahwa

himpunan I = {0, 1} adalah ideal MV-aljabar dari A.

Contoh 2.2.3 Berdasarkan Contoh [2.1.3] maka himpunan I = {0,1} ialah ideal

pada MV-aljabar A = {0, m;, ms, 1} sebab:
1. Himpunan I = {0, 1}, terbukti bahwa 0 € I.
2. Ambil sebarang j,k € I makaj B k e [

e j®k=0®0=0¢1
e jDk=0@1l=1¢€1I
e jOk=1®0=1¢€¢1
e jbk=1gl=1€1

3. Ambil sebarang j € [ dan k < j maka k € I.

Diperhatikan k < j <= k* & 7 = 1, sehingga
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j=0€ldamk ®j=0®0=160=1€I=y=0€1

j=0€ldamk ®j=1"00=0060=0€I=y=1€1

j=leldmk®oj=00l=10l=1cl=y=0¢c1I

j=leldmk®oj=1"01=001=1cI=y=1¢€1I

Karena memenuhi ketiga aksioma tersebut, dengan demikian terbukti bahwa

himpunan I = {0, 1} adalah ideal MV-aljabar dari A = {0, m;,ms, 1}.

Contoh 2.2.4 Berdasarkan Contoh dimana A = {0,m,mq,1} , maka
himpunan I = {my, my} bukan merupakan ideal, sebab tidak ada elemen 0 yang
termuat di dalam himpunan /. Karena salah satu aksioma dari ideal MV-aljabar
tidak terpenuhi, maka himpunan I = {m;,m,} bukan merupakan ideal dari

MV-aljabar.

2.3. Ideal Maksimal pada MV-aljabar

Pada ideal MV-aljabar didefinisikan suatu ideal maksimal sebagai berikut:

Definisi 2.3.1 Diberikan M adalah sebuah MV-aljabar dan 1 adalah ideal dari MV-
aljabar M. Ideal 1 disebut ideal maksimal jika I C J maka J = M, untuk setiap

ideal J dimana J # 1.

Contoh 2.3.2 Berdasarkan Contoh [2.1.3| dengan A = {0, m;,mo, 1} dimana 0 <
my, my < 1. Himpunan I = {0, m,} ialah ideal maksimal di A, sebab untuk setiap
ideal J dimana J # I dan J = {0,mq,my, 1}, diperoleh I = {0,m;} C J =

{0, my, ma, 1}, maka J = {0, my, ms, 1} = A = {0, my, mo, 1}.
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2.4. Integrasi Keilmuan

Matematika yaitu disiplin ilmu yang punya banyak manfaat dalam
kehidupan. Matematika banyak memberikan bentuk penyelesaian dan
kebermanfaatan. Namun banyak orang yang masih beranggapan bahwa
matematika adalah suatu ilmu yang ditakuti, sehingga masih banyak yang tidak
tertarik untuk mempelajari ilmu matematika. Apabila ditinjau lebih lanjut, ilmu
matematika sangat diperlukan kapanpun dan dimanapun berada. Sebagaimana

firman Allah dalam surat Ar-Ra’d ayat 4:

R I O L e R A B I SRS X PR I
Aoy Olgme JoF 5 5 0)e ! e Zdery SogTEe =2 2 )

N < R A R C A AV T T T ot
~—~\ 30! J'( IS J" gax \ass Jel) gl e O 2

S} e Ol

Artinya : ”Dan di bumi terdapat bagian-bagian yang berdampingan, kebun-
kebun anggur, tanaman-tanaman, pohon kurma yang bercabang, dan yang tidak
bercabang; disirami dengan air yang sama, tetapi Kami lebihkan tanaman yang satu
dari yang lainnya dalam hal rasanya. Sungguh, pada yang demikian itu terdapat

tanda-tanda (kebesaran Allah) bagi orang-orang yang mengerti.” (QS. ar-Rad:4)

Berdasarkan QS. Ar-Ra’d ayat 4 dijelaskan bahwa segala hal yang ada di
bumi dan yang ada di langit memiliki bagian-bagian yang berdampingan, saling
berhubungan satu pohon dengan pohon lain, satu tanaman dengan tanaman lain,
serta antara satu ilmu dengan ilmu yang lainnya. Sama halnya dengan ilmu
matematika, ilmu matematika saling berhubungan erat dan saling membutuhkan
dengan ilmu-ilmu yang lain. Karena matematika adalah suatu ilmu yang dijadikan

dasar oleh disiplin ilmu lain. Sehingga, ilmu matematika erat kaitannya dengan
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ilmu yang lain.

Konsep dari ilmu matematika sendiri banyak dijelaskan dalam al-Qu’ran
diantaranya adalah matematika terapan, statistika, aljabar, serta ilmu komputasi.
Aljabar adalah cabang dari ilmu matematika, yang mana cabang dari aljabar itu
sendiri adalah aljabar abstrak. Dalam aljabar sering kali membahas mengenai
definisi dan aksioma yang selanjutnya digunakan untuk pembuktian sebuah
teorema, lemma maupun proposisi. Dalam proses pembuktian, dibutuhkan
ketelitian dan kekonsistenan agar hasil yang diperoleh sesuai dengan yang
diharapkan. =~ Dalam ajaran agama Islam, kekonsistenan dikatakan sebagai
istigomah. Istigomah dalam al-Quran dapat diartikan secara sederhana sebagai
suatu tindakan yang konsisten terhadap suatu hal yang telah disepakati.

Sebagaimana firman Allah Swt:

Artinya: “Bagaimana mungkin ada perjanjian (aman) di sisi Allah dan
Rasul-Nya dengan orang-orang musyrik, kecuali dengan orang-orang yang kamu
telah mengadakan perjanjian (dengan mereka) di dekat Masjidilharam
(Hudaibiyah), maka selama mereka berlaku jujur terhadapmu, hendaklah kamu
berlaku jujur (pula) terhadap mereka. Sungguh, Allah menyukai orang orang yang

bertakwa.” (QS. at-Taubah : 7)

Terdapat ayat lain yang mebahas tentang istigomah yaitu pada QS. Fussilat

ayat 30:
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Artinya: “Sesungguhnya orang-orang yang berkata, “Tuhan kami adalah
Allah” kemudian mereka meneguhkan pendirian mereka maka malaikat-malaikat
akan turun kepada mereka (dengan berkata), ”Janganlah kamu merasa takut dan
janganlah kamu bersedih hati; dan bergembiralah kamu dengan (memperoleh)

surga yang telah dijanjikan kepadamu.” (QS. Fussilat : 30)

Selain beberapa ayat diatas, istigomah juga disebutkan dalam salah satu

hadis yaitu:

Artinya: “Telah menceritakan kepadaku Muhammad bin ’Ar’arah telah
menceritakan kepada kami Syu’bah dari Sa’d bin Ibrahim dari Abu Salamah dari
Aisyah radliallahu ’anha bahwa dia berkata; Nabi shallallahu ’alaihi wasallam
pernah ditanya; ”Amalan apakah yang paling dicintai Allah?” Dia menjawab;
’Yang dikerjakan terus menerus walaupun sedikit, lalu beliau bersabda:

’Beramallah sesuai dengan kemampuan kalian.””(HR. Al-Bukhari No. 5984)

Hadis di atas menjelaskan bahwa suatu amalan yang dikerjakan sedikit
demi sedikit secara terus-menerus adalah amalan yang Allah cintai. Dapat

dikatakan amalan yang dikerjakan secara berkelanjutan tanpa henti itu sebagai
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istigomah. Hadis ini berhubungan erat dengan perintah Allah Swt dalam QS.
Fussilat ayat 30 tentang perintah agar selalu beristigomah dalam beragama bagi
orang yang beriman, yaitu selalu taat kepada Allah Swt, menjalani segala
perintah-Nya serta menjauhi larangan-Nya Abdurrohman | (2018). Para ulama juga

mengatakan bahwa:

Artinya: “Istigomah lebih baik daripada seribu karomah.”

Dengan beristigomah maka lambat laun akan memperoleh hasil yang
diinginkan. Dengan keuletan yang seimbang, ketika suatu tujuan telah tercapai
disitulah letak keistimewaan (karomah) yang diperoleh dari hasil jerih payah
seseorang. Sama halnya dalam proses pembuktian, dibutuhkan kekonsistenan
dalam mendefinisikan suatu operasi supaya apa yang telah didefinisikan tersebut
dapat dijadikan suatu referensi untuk membuktikan sebuah teorema, lemma dan
juga proposisi yang ada.

Dalam = membuktikan ‘suatu teorema, dibutuhkan keyakinan untuk
mendefinisikan suatu operasi agar dapat digunakan sebagai referensi untuk proses
pembuktian teorema. Keyakinan tersebut dibutuhkan agar tidak menimbulkan
suatu keraguan dalam proses pembuktian. Dalam kitab "Risalah Qawa-id Figh”
terdapat kaidah yang menjelaskan mengenai keraguan akan kebenaran akibat rasa

bimbang. Kaidah tersebut berbunyi:

Artinya: “Yakin itu terkadang bisa hilang sebab bimbang.”
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Dari kaidah di atas dijelaskan bahwa suatu keyakinan bisa saja menghilang
akibat dari rasa bimbang atau ragu. Oleh karena itu, dalam proses pembuktian suatu
teorema diperlukannya suatu keyakinan untuk membuktikan kebenarannya. Dalam
mencari sebuah kebenaran dibutuhkan juga usaha dan doa agar kebenaran yang

dicari dapat dipertanggungjawabkan.

Seperti halnya pembuktian teorema di aljabar yang pada penelitian ini akan
membuktikan sifat dari operasi closure pada MV-aljabar. Dalam membuktikan
teoremanya, tidak boleh timbul rasa ragu atau bimbang atas apa yang akan
dibuktikan. Karena jika mengalami suatu keraguan, maka muncullah
keraguan-keraguan lain yang dapat menyebabkan suatu kebenaran yang tidak

dapat dipertanggungjawabkan.



BAB III

METODE PENELITIAN

Bab ini memaparkan mengenai metode yang dipakai dalam membantu

penelitian yang mana penelitian ini dapat terarah dengan baik.

3.1. Metodologi Penelitian

Pada penelitian ini dikategorikan penelitian deskripsi kualitatif, karena
dalam penelitian ini mengkaji suatu definisi, teorema serta karakteristik sifat-sifat
closure MV-aljabar. Penelitian deskripsi kualitatif ialah sebuah proses penelitian
yang dipelukan dalam meneliti suatu objek yang alami. Penelitian ini menguraikan
dengan jelas mengenai konsep dari operasi closure pada MV-aljabar dan

karakteristik sifat-sifat operasi closure pada MV-aljabar.

3.2. Metode Pengumpulan Data

Data yang dipakai pada = penelitian * ini ~didapat “berdasarkan
referensi-referensi karya ilmiah oleh para pakar, baik berupa buku ilmiah, jurnal
ilmiah, serta refensi lain yang erat kaitannya dengan MV-aljabar dan Operasi
Closure. Dari beraneka sumber referensi yang sudah disatukan, diambil satu jurnal
sebagai referensi utama. Dari referensi itu, diperoleh judul ”Closure Operations on
MV-algebras” oleh Oliver A. Heubo-Kwegna, dan Jean B. Nganou
(Heubo-Kwegna and Nganou |, 2020). Berdasarkan jurnal tersebut, dilakukan
analisis tentang konsep operasi closure dan karakteristik sifat-sifat operasi closure

pada MV-aljabar.
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3.3. Tahapan Penelitian

Dilakukan beberapa tahapan penelitian sebagai berikut:

1. Proses pengumpulan data dari berbagai literatur.

2. Mengkaji mengenai definisi, contoh serta teorema mengenai MV-aljabar dan

Ideal M V-aljabar.

3. Mengkaji tentang definisi, contoh dan teorema yang berkaitan dengan

karakteristik dari operasi closure pada MV-aljabar.

4. Menarik suatu kesimpulan dari hasil analisis yang sudah dikerjakan.



BAB IV

HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bab ini akan dijelaskan mengenai suatu definisi dan karakteristik dari
operasi closure MV-Aljabar. Dan dipaparkan tentang integrasi keislaman yang

menunjang penelitian.

4.1. Operasi Closure pada MV-Aljabar

Dalam subbab ini dijelaskan tentang definisi operasi closure pada

MV-aljabar.

Definisi 4.1.1 Diberikan M adalah sebuah MV-Aljabar dan 1d(M) adalah
himpunan semua ideal dari M. Himpunan 1d(M) adalah operasi closure pada M
Jika terdapat pemetaan ¢ : Id(M) —— Id(M) yang memenuhi beberapa aksioma

berikut yaitu untuk setiap Z € Id(M):
1. TCI
2 e — Ic’.

3. Jikal C J maka1¢ C J°€.

dimana L€ adalah closure T.

Himpunan c dikatakan c-closed jika ¢ = I untuk setiap ideal I pada M.

Contoh 4.1.2 Berdasarkan Contoh A = {0,mq, my, 1} adalah MV-aljabar.

Diperoleh ideal dari A adalah {0},{0,m4}, {0, ms},{0,1} dan A.
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Sedemikian sehingga Id(A) = {{0}, {0, m1},{0,mz}, {0,1}, A}.

Lebih lanjut didefinisikan pemetaan sebagai berikut:

¢ Id(A) —> Id(A)

Ir—c(l)=I°=1T

Pemetaan ¢ merupakan operasi closure pada A, sebab:

1. ZTC 7~
Misal Z = {0, m, } sehingga Z¢ = {0, m }.

Jelas bahwa Z = {0, m; } C Z¢ = {0, m, }.

2. I =1°
Misal Z = {0, my}. Diperoleh Z¢ = {0, my},Z° = {0, ms}.

Terpenuhi 2 = {0, me} = Z¢ = {0, ma}.

3. ICJ=1I°CJ°
Misal Z = {0} dan J = {0, m4 }.
Diperoleh 7¢ = {0} dan J° = {0, m}.

Terpenuhi Z = {0} € J = {0,m;} = Z¢ = {0} C J° = {0, ma}
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Teorema 4.1.3 Misalkan M adalah MV-aljabar. Jika c adalah operasi closure pada

M dan (1,)aen adalah ideal family di M, maka:

1. Untuk setiap ideal I, I° = (\{J : J € Id(M), I C J adalah c-closed}.

2. (ﬂaEA [gc)c = mozEA Igz

3. Jika setiap 1, adalah c-closed, maka (. 1. juga merupakan c-closed.

a€el
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4. (ZaEA ];)C = (ZaeA ]04>C'
Bukti. Diketahui ¢ adalah operasi closure pada M dan (1,).ca adalah ideal family
di M.

1. Diketahui / adalah ideal M V-aljabar M.
Misalkan A adalah himpunan semua c—ideal yang memuat /.
Akan ditunjukkan /¢ = ({J : J € Id(M),I C J dan J adalah c-closed }

Atau dengan kata lain, akan ditunjukkan

(@) I°C({J:Je€ldM),I C Jdan J adalah c-closed }
Berdasarkan Definisi {.1.1] yaitu jika / € J maka /¢ C J¢, sehingga

diperoleh

ICJ=1I°CJe (J adalah c-closed yaitu J¢ = J)

s [CC T

Karena /¢ C J untuk setiap J C A, maka berlaku /¢ C (\{J : J €

Id(M),I C J dan J adalah c-closed}.

®) ({/:J € Id(M)I CJ dan J adalah c-closed} C I°¢
Diperhatikan bahwa ¢ C A.
Berdasarkan Definisi [d.1.T]diperoleh I C I¢.
Akibatnya untuk sebarang J C A berlaku () J C A.
Karena J adalah c-closed yang berarti J¢ = J, maka berlaku juga J C
I°.
Sehingga berlaku juga (\{J : J € Id(M),I C J dan J adalah c-

closed} C I°.

Sehingga  berdasarkan (a) dan (b) terpenuhi bahwa
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Ic°=N{J:Jeld(M),I C Jdan J adalah c-closed }.

2. Akan ditunjukkan (e, £18)° = Naea I

aEN "o aceN fa

Atau dengan kata lain, akan ditunjukkan

(a) (ﬂaEA Izc\)c - naEA I3

Ambil sebarang indeks 5 € A. Diperoleh,

(V1o <15  (Definisif.1T]yaitu jika I C .J maka I° C J°)

a€EA

(ﬂ Ig) C (I5)° (Definisi@T 1 yaitu [« = I°)

aEA

o)
acA

Akibatnya, untuk setiap indeks 5 € A diperoleh

(ﬂﬁyéﬂ%

acl BEA

Lebih lanjut, untuk setiap indeks di A diperoleh

GOEY

aEA acA

® Naca 16 S (Naen 15)°
Berdasarkan Definisi[f.1.T] yaitu I C I, maka jelas berlaku
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Sehingga berdasarkan (a) dan (b) terpenuhi bahwa (o 1) = Naen 16

aEN T aEN o

3. Diketahui [, adalah c-closed artinya IS = I,,.
Akan ditunjukkan (., 1, merupakan c-closed.
Atau dengan kata lain, akan ditunjukkan ((\,cs 1) = Naca La-
Diperhatikan, karena I = I,, maka berdasarkan Teorema {.1.3] poin 2

diperoleh

(ﬂ 1,1) = (ﬂ I;) (Teorema 4.1.3| yaitu (ﬂ 1;) =1

acl a€EA QA ach
= m I (Karena I,, c-closed yaitu IS = I,,)
a€A
= ﬂ I,
a€A

4. Akan ditunjukkan (3", 0 1) = (X cn La)

a€EN T

Atau dengan kata lain, akan ditunjukkan

(a) (ZaGA ]g)c c <Ea€A Ia)c
Ambil sebarang indeks 5 € A. Diperoleh

IsC ) I (Definisi T 1] yaitu I C J = I¢ C J°)
acA
ene (¥l
acA

Lebih lanjut untuk setiap indeks 5 € A dilakukan operasi penjumlahan,
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maka diperoleh

Z I E - Z I a> (Kedua ruas diclosurekan)
BEA aEA
< (Z IE’) < (Z [a> ) (Definisi . 1.1] yaitu 1° = I°)
BeA acA
< (Z fé) > Ia>
BeEA acA

Sehingga diperoleh (Y 5y 15) € (Saen o)

(b) (ZOLEA Ia)c < (ZOAEA ]Cct)c
Berdasarkan Definisi[4.1.1] yaitu I C I¢ untuk setiap o € A diperoleh

™ T° (Kedua ruas diclosurekan)
& IS C(15)F (Kedua ruas dijumlahkan)
oy ne (i)

aEA acl

Sehingga berdasarkan (a) dan (b) terpenuhi

() - (2n)

4.2. Closure Stabil pada MV-Aljabar

Jika dipunyai dua ideal (misalkan I dan J) dari MV-aljabar , maka secara

umum / N J juga merupakan ideal. Lebih lanjut, berikut akan diberikan definisi
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closure dari irisan dua ideal yang disebut closure stabil.

Definisi 4.2.1 Diberikan sebuah operasi closure ¢ pada M. Operasi closure c

dikatakan stabil jika (I N J)¢ = 1° N J¢ untuk setiap ideal 1,.J di M.

Teorema 4.2.2 Diberikan M adalah sebuah MV-Aljabar. Jika Id(M) adalah
linearly order by inclusion, maka setiap operasi closure pada M adalah stabil.
Bukti. Misalkan c adalah operasi closure pada M.

Akan ditunjukkan operasi closure ¢ pada M adalah stabil yaitu (I N J)¢ = [N J.
Ambil sebarang I, J ideal di M. Karena [d(M) adalah linearly order by inclusion
maka terdapat kemungkinan / C J atau J C [.

Asumsikan I C J.

Karena I C J artinya I N J = I maka dengan Definisi[@.1.1] yaitu jika I C J maka
I¢ C J¢berlaku I¢ N J¢ = I°€.

Diperhatikan,

InJ=1 (Kedua ruas diclosurekan)
s (InJ)ye=1I° (Karena I° C J* < [°N J° =19

S (INJ)=1NnJ°

Karena (I N J)¢ = I°N J¢ untuk setiap I, J € M. Sehingga operasi closure ¢ pada

M adalah stabil. [ |

4.3. Closure Semi-Prime pada MV-Aljabar

Diperhatikan kembali, pada MV-aljabar didefinisikan operasi ®. Operasi ©
juga dapat didefinisikan pada himpunan ideal, dimana berikut diberikan definisi

mengenai dua himpunan ideal dan definisi semi-prime yang berkaitan dengan
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operasi ® dari dua ideal.

Definisi 4.3.1 Misalkan I, J adalah ideal pada MV-aljabar M. Didefinisikan suatu

produk dari dua himpunan ideal I dan J terhadap operasi © yaitu

IoJ={zeM|z<(c0d)® - B(c, ®dp);n>1,¢,€1,d; € J}

Berdasarkan Definisi 4.3.1] maka definisi produk dua himpunan ideal dapat

dijabarkan sebagai berikut:

]@J:{ZEEM|JI§(01®d1)@@(Cnan),RZLCIGI,dZEJ}
={zeM|z0[(ac0d)D - ®(c,Odp)|=1in>1,¢c;€1,d; € J}

={zeM|zd(a"dd") D ®(c,”Dd,) ] =1Ln>1,¢€1,d; € J}

Definisi 4.3.2 Misalkan M adalah MV-aljabar. Diberikan sebuah operasi closure
¢ pada M. Operasi closure c dikatakan semi-prime jika 1° © J° C (I ® J)¢ untuk

setiap.ideal I,J € M.

Teorema 4.3.3 Sebuah operasi closure ¢ adalah semi-prime jika dan hanya jika
(I°® J)¢ = (I ® J)° untuk setiap ideal 1,.J € M.

Bukti.

(=) Diketahui ¢ adalah semi-prime artinya [° ® J¢ C (I ® J)° untuk setiap ideal
I.JeM.

Ambil sebarang ideal [ dan J di M.

Akan ditunjukkan bahwa (I ® J°)° = (I ® J)°

Atau akan ditunjukkan:
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1. (IcoJ9) C(IeJ)e

Berdasarkan diketahui, diperoleh

IreoJC(IoJ)° (Kedua ruas diclosurekan)
(IFoJ9) C (o))" (Definisi f.1.1] yaitu I = [°)

(I°oJ)C(IoJ)f

2. ({oJ)C(IceJ).
Berdasarkan Definisi [4.1.1] yaitu I C I¢. Jika I ideal dari M maka I C I°,
dan jika J ideal dari M maka J C J°.

Akibatnya,

IoJCI‘eJ° (Kedua ruas diclosurekan)
s (TeJ)CI o)
Sehingga berdasarkan 1 dan 2 terpenuhi (/¢ ® J¢)° = (I ® J)°.

(=) Diketahui (I¢ & J¢)¢ = (I @ J).
Akan ditunjukkan bahwa operasi closure c adalah semi-prime yaitu
I°® JeC (I°® J°)°, untuk setiap I, J € M.
Ambil sebarang ideal I, J € A. Karena (/°® J°)¢ = (I ® J)° maka berlaku

(I‘oJyC(IoJ)f 4.1)

Berdasarkan Definisi[d.1.1]yaitu I C I° maka

I°®J°C (I° G JO) (4.2)
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Berdasarkan Persamaan {f.2 dan 4. 1] dapat disimpulkan

oI C (o)

Karena berlaku /¢ ® J¢ C (I¢ ® J°)°. Jadi operasi closure adalah semi-prime. W

Contoh 4.3.4 (Changs MV-aljabar)

Diberikan struktur (C, 0, &, %), untuk setiap ¢ € w didefinisikan sebagai berikut:

0, jikat =0

th=q h, jikat =1

h+(t—1)h jikat>1

\

1, jikat =0

l—th=4 1-h, jikat =1

l 1= (t—=1)h—=h jikat>1
Didefinisikan suatu operasi pada himpunan C yaitu:

1. Jika j = thdan k = vh maka j ® k = (v + t)h,

2. Jikaj=1—thdany=1—vhmakajd k=1,

3. Jikaj=thdany =1—vhdanv <tmakajd k=1,

4. Jikaj=thdany =1—ovhdant <vmakaj®k=1— (v—t)h.

5.Jikaj=1—vhdany =thdanv <tmakajd k= 1.
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6. Jikaj=1—vhdany =thdant <vmakaj®k=1— (v—1t)h.
7. Jika j = th maka j* = 1 — th.
8. Jika 7 = 1 — th maka j*th.
9. j < kjika dan hanya jika:

(@) j =thdan k =1 — vh.
(b) j=thdan k =vhdant < v.

(c) j=1—thdank =1—vhdanv <.

Maka, struktur (C,@®,#,0) adalah MV-aljabar, atau bisa disebut Chang’s
MV-aljabar.
Lebih lanjut ideal C adalah {0}, m, dan C, dimana m adalah ideal maksimal.

Didefinisikan closure pada C

c:1d(C) — Id(C)
0 c(0) =0°=0
m+— c(m) = m°=_C

CrscC)=C"=C

Diperhatikan, bahwa ideal-ideal dari C berlaku {0}, m, dan C.

Sedemikian sehingga berdasarkan Teorema karena /d(C) berlaku linearly
order by inclusion sehingga closure ¢ pada C merupakan operasi closure stabil.
Akan tetapi, jika didefinisikan operasi © pada C yaitu m ©m. Maka operasi closure

pada Chang’s MV-aljabar C bukan merupakan semi-prime sebab,
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Misal I = J = m. Berdasarkan Definisi @.3.1| diperoleh
roJf=m‘om‘=CocC=_C 4.3)

dan

(IoJ)f=moem)=0=0 4.4)

Sehingga berdasarkan Persamaandan@ maka I © J ¢ (I ® J)-.

4.4. Integrasi Keilmuan

Matematika ialah suatu ilmu tentang bentuk, relasi, serta ukuran.
Matematika mempunyai karakteristik khusus yaitu suatu abstraksi dari dunia nyata
yang memakai suatu bahasa simbol, serta konsisten dalam sistemnya. Contohnya
pada proses pembuktian teorema yang berkaitan dengan sebuah definisi.
Selanjutnya, dari teorema tersebut muncullah suatu akibat yang dikenal sebagai
lemma atau corollary. Dalam pembuktian teorema, proposisi, maupun lemma
seringkali membutuhkan proses yang panjang dan cermat. Pada suatu proses
pembuktian diperlukan referensi pendukung yang akurat, sehingga perlu dilakukan
tabayyun. Tabayyun dalam bahasa Indonesia dikatakan bahwa mencari suatu
kejelasan, mengamati suatu hal sebelum mengungkapnya dengan tujuan
memperoleh hasil yang benar. Sebagaimana firman Allah Swt. dalam QS. Al-Isra

ayat 36 sebagai berikut:

K\.Lllﬁﬁll}&yl// \” \_j\‘..\cw..ﬂ ,..xjuh.-m\"
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Artinya: ”Dan janganlah kamu mengikuti sesuatu yang tidak kamu ketahui.
Karena pendengaran, penglihatan dan hati nurani, semua itu akan diminta

pertanggungjawabannya.”(Q.S. Al-Isra : 36)

Dijelaskan pula dalam QS. Al-Hujarat ayat 6:

I//I\
| ‘I

,\Lé.ﬁ }3\354, \\Ea.ww ;95,@- \\ \}M\ /.,-—\M

Artinya: “Wahai orang-orang yang beriman. Jika seseorang yang fasik
datang kepadamu membawa suatu berita, maka telitilah kebenarannya, agar kamu
tidak mencelakakan suatu kaum karena kebodohan (kecerobohan), yang akhirnya

kamu menyesali perbuatanmu itu.” (Q.S. Al-Hujarat : 6)

Kedua ayat di atas menyebutkan bahwa segala sesuatu termasuk sebuah
informasi pasti mempunyai nilai kebenaran yaitu antara benar atau salah. Supaya
tidak memperoleh hasil informasi yang palsu sebaiknya harus ditunjukkan terlebih
dahulu nilai kebenaran informasi tersebut. Perintah untuk bertabayyun juga

tergambarkan dalam sebuah hadis sebagai berikut:

'IE.E-: -~ 7 ’J’ f: }:.":) 'IE.E - ? 1;5-: - ,z} 1’5 41 'Ilsj-: -
= > =27 > R <

-

¢;f35.:,£¢;éj\£;_a¢;7;;i:rémwb ‘uda.u- Sk

< E

d;:'”" < .n‘l.a_,:‘l \'&&.L'& K.n_.:..!.-}” \‘I L.¢.|1| ”1 Ja_ "6

S o8

A
.

’ “I ‘IM \I ‘ } Ja‘lﬁ}\ \.ILJ o;,.l’} U_
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Artinya: “Telah menceritakan kepada kami Hafsh bin Umar berkata, telah
menceritakan kepada kami Syu’bah.  (dalam jalur lain disebutkan) Telah
menceritakan kepada kami Muhammad bin Al Husain berkata, telah menceritakan
kepada kami Ali bin Hafsh ia berkata; telah menceritakan kepada kami Syu’bah
dari Khubaib bin ’Abdurrahman dari Hafsh bin Ashim -Husain berkata dalam
haditsnya- dari Abu Hurairah bahwa Nabi shallallahu ’alaihi wasallam bersabda:
”Cukuplah seseorang mendapatkan dosa, jika menceritakan setiap apa saja yang ia
dengar.” Abu Dawud berkata, "Hafsh tidak menyebutkan nama Abu Hurairah.”
Abu Dawud berkata, ”Dan ia juga tidak menyandarkannya kecuali kepada Syaikh

ini, yaitu Ali bin Hafsh Al Mada‘ini.”(Hadits Sunan Abu Dawud No. 4340)

Pada hadis tersebut dijelaskan bahwa jika seseorang tidak memastikan
suatu kebenaran tentang apa yang didengar kemudian menyampaikan apa yang
didengar kepada orang lain, maka seseorang itu dianggap berdusta atau berdosa.
Oleh karena itu dapat dipahami bahwa ketika memperoleh suatu berita maka
hendaknya janganlah tergesa-gesa dalam menyampaikannya kepada orang lain.
Jika mendapatkan suatu berita atau informasi maka haruslah diteliti dahulu

kebenaran dari informasi tersebut.

Hal tersebut analog dengan sebuah teori dalam ilmu aljabar. Dalam ilmu
aljabar, apabila terdapat sebuah teorema maka harus diteliti dahulu kebenaran
teorema tersebut yaitu dengan metode pembuktian menggunakan definisi, teorema
maupun proposisi yang mendukung teorema tersebut. Apabila telah diteliti
kebenaran dari teorema tersebut maka teorema tersebut dapat dijadikan seagai

suatu definisi yang konkret yang digunakan untuk umum.

Salah satu contohnya yaitu pada Teorema.1.3]yang menyatakan "Misalkan

M adalah MV-aljabar dan c¢ adalah operasi closure pada M dan (I,),cx adalah
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ideal family di M, maka: (1) Untuk setiap ideal I, [ = (\{J : J € Id(M),I C J
adalah c-closed}; (2) (Naen 18)° = Nuea 1S (3) Jika setiap I, adalah c-closed,

maka (., [ juga merupakan c-closed; dan (4) (3, 1) = (Zaea la)™”

ach ta

Teorema ini masih belum pasti kebenarannya, sehingga diperlukan
pembuktian yang jelas dan runtut atau dengan kata lain perlu dilakukannya
tabayyun. Karena pembuktian teorema membutuhkan banyak referensi, sehingga
diperlukan studi literatur terlebih dahulu mengenai operasi closure pada
MV-aljabar. Setelah ditemukan literasi yang sesuai, maka literasi tersebut dapat
membantu dalam proses pembuktian teorema yang terkait. Ketika telah didapatkan
suatu kebenaran pada pembuktian teorema tersebut, maka teorema diatas dapat
dijadikan sebagai acuan untuk teorema lebih lanjut. Atau dengan kata lain teorema

tersebut dapat disebarluaskan karena telah diperoleh kebenarannya.

Dari suatu teorema, memunculkan suatu akibat yang dinamakan lemma
atau corollary. Dari satu teorema dapat menghasilkan beberapa lemma yang erat
kaitannya dengan teorema tersebut. Dalam kitab “Risalah Qawa-id Figh” terdapat
kaidah yang menjelaskan mengenai sesuatu yang sempit bisa menjadi luas. Kaidah

tersebut berbunyi:

Artinya: ”Sesuatu itu apabila telah sempit, maka menjadi luas.”

Makna kaidah di atas ialah sesuatu yang sempit bisa jadi menjadi luas.
Seperti pada pembuktian teorema dalam ilmu aljabar. Yang dimaksudkan sempit
adalah teorema dan yang dimaksud dengan luas adalah lemma. Artinya suatu

teorema dapat dikembangkan menjadi beberapa akibat yang dinamakan lemma.
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Analog pada pembuktian operasi closure pada MV-aljabar yang mana
mengakibatkan timbulnya sifat-sifat dari closure MV aljabar yaitu closure stabil

dan closure semi-prime.

Berdasarkan ayat-ayat al-Qur’an, beberapa hadis, dan beberapa kaidah
yang telah disebutkan, dapat diambil kesimpulan bahwa sesuatu yang dilakukan
harus dicari kebenarannya. Didorong pula dengan keyakinan akan suatu kebenaran
tersebut. Sehingga dari nilai kebenaran dan keyakinan tersebut dapat

memunculkan sesuatu yang baru, yang mana harus dilakukan rabayyun.



BAB V

PENUTUP

Bab ini membahas tentang hasil kesimpulan dan saran yang diperoleh dari

teori yang telah dijelaskan dalam bab sebelumya.

5.1. Kesimpulan

Berdasarkan wulasan pada bab sebelumya, berikut kesimpulan yang

didapatkan:

1. Definisi Operasi Closure pada MV-aljabar

Diberikan M adalah sebuah MV-Aljabar dan /d(M) adalah himpunan semua
ideal dari M. Himpunan Id(M ) adalah operasi closure pada M jika terdapat
pemetaan ¢ : [d(M) — Id(M) yang memenuhi beberapa aksioma berikut
yaitu untuk setiap Z € Id(M):

(a) T CT¢

(b) I =T

(¢) JikaZ C J makaZ® C J°.

dimana Z°¢ adalah closure I.

2. Sifat-sifat Operasi Closure pada MV-aljabar

(a) Misalkan M adalah MV-aljabar. Jika c adalah operasi closure pada M

dan (1,)acn adalah ideal family di M, maka:

49



11.

1il.

50

Untuk setiap ideal I, I = (\{J : J € Id(M),I C J adalah
c-closed}.

(naeA ]ccv)c - ﬂaeA ]gu

Jika setiap I, adalah c-closed, maka (), /. juga merupakan c-

closed.

V. (Caea 1) = (Xaenla)™

(b) Diberikan M adalah sebuah MV-Aljabar. Jika /d(M) adalah linearly

order by inclusion, maka setiap operasi closure pada M adalah stabil.

(c) Sebuah operasi closure ¢ adalah semi-prime jika dan hanya jika (/¢ ®

J)¢ = (I ® J)° untuk setiap ideal I, J € M.

5.2. Saran

Berdasarkan ulasan operasi closure pada MV-aljabar yang telah dilakukan,

maka penelitian tentang operasi star pada M V-aljabar dapat dilakukan lebih lanjut.
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