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ABSTRAK

A-IDEAL PADA ALJABAR BCI dan ALJABAR BCI ASSOSIATIF

Struktur Aljabar merupakan himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan
suatu operasi biner yang memenuhi aksioma-aksioma tertentu. Salah satu himpunan
tak kosong dengan operasi biner biner yaitu Aljabar BCI. Aljabar BCI merupakan
suatu himpunan tak kosong dengan operasi biner ” +” dengan elemen khusus 0 untuk
setiap m, n, o0 € X yang memenuhi beberapa aksioma dari Aljabar BCI. Dalam su-
atu aljabar ada subaljabar yang merupakan subhimpunan dari suatu aljabar. Hal ini
juga terdapat pada Aljabar BCI, himpunan bagian Aljabar BCI megenalkan konsep
ideal. Secara umum, setiap ideal pasti merupakan subaljabar akan tetapi subaljabar
belum tentu merupakan ideal. Dalam konsep ideal pada Aljabar BCI dikembangkan
menjadi beberapa yaitu g-ideal, p-ideal, dan a-ideal. Dilain pihak, dapat didefini-
sikan suatu Aljabar BCI Assosiatif yaitu suatu Aljabar BCI yang bersifat Assosiatif.
Dalam hal ini, peneliti mengkaji a-ideal pada Aljabar BCI dan Aljabar BCI
Assosiatif. Hasil dari penelitian ini adalah (1) Setiap a-ideal merupakan ideal. (2)
Himpunan tak kosong / dikatakan a-ideal pada Aljabar BCI X jika dan hanya jika
keduanya p-ideal dan g-ideal. (3) Diberikan himpunan X merupakan Aljabar BCI,
maka kondisi berikut ekuivalen: himpunan X merupakan Aljabar BCI Assosiatif,
setiap ideal pada X merupakan a-ideal, ideal {0} pada X merupakan a-ideal.

Kata kunci: Aljabar BCI, a-ideal, Aljabar BCI Assoiatif
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ABSTRACT

A-IDEAL IN BCI ALGEBRA AND ASSOCIATIVE BCI ALGEBRA

Algebraic structure is a non-empty set which is equipped with a binary oper-
ation that satisfies certain axioms. One of the sets non-empty with binary operations
1.e. BCI Algebra. BCI algebra is a non-empty set with binary operation ”* ” with
special element 0 for every m, n, o € X which satisfies some axioms of BCI Alge-
bra. In a algebra there is a sub-algebra which is a subset of an algebra. This matter
Also found in BCI Algebra, the BCI Algebra subset introduces the ideal concept.
In general, every ideal must be a subalgebra but subalgebra not necessarily ideal. In
the ideal concept of BCI Algebra developed into several, namely g-ideal, p-ideal,
and a-ideal. On the other hand, it can be defined an Associative BCI Algebra is
an Associative BCI Algebra. In this case, the researcher examines the a-ideal in
BCI Algebra and Associative BCI Algebra. The results of this study are (1) Every
a-ideal is an ideal. (2) The non-empty set [ is said to be a-ideal in BCI X Algebra if
and only if both p-ideal and g-ideal. (3) Given that the set X is a BCI Algebra, then
the following conditions are equivalent: the set X is an Associative BCI Algebra,
every ideal on X is an a-ideal, the ideal {0} on X is an a-ideal.

Keywords: BCI Algebra, a-ideals, Assoociative BCI Algebra
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang Masalah

Matematika merupakan ilmu yang sering kita temui dalam kehidupan sehari-
hari (Nugraha and Dwiyana, 2007). Secara langsung atau tidak langsung dalam
kehidupan sehari-hari kita selalu terapkan ilmu matematika tersebut. Contoh pene-
rapan dalam kehidupan sehari-hari dalam jual beli. Dalam kegiatan jual beli sering
dijumpai ditempat manapun. Salah satu contoh proses jual beli berlangsung didalam
pasar, dalam proses tersebut para penjual menukarkan barangnya dengan sejumlah
uang sesuai dengan barang yang diminta oleh pembeli dengan harga yang sudah
ditetapkan oleh si penjual dan disepakati oleh si pembeli (Shobirin, 2016). Seperti

yang dijelaskan dalam Q.S Al-Nisa’ [4:29]

Artinya : "Hai orang-orang yang beriman, janganlah kamu saling memakan
harta sesamamu dengan jalan yang batil, kecuali dengan jalan perniagaan yang
berlaku dengan suka sama suka diantara kamu. Dan janganlah kamu membunuh

dirimu; sesungguhnya Allah adalah Maha Penyayang kepadamu.”

Dalam ayat tersebut menjelaskan bahwa janganlah kita memakan sesuatu



yang bukan milik kita. Apalgi dengan cara yang batil (buruk). Sama halnya de-
ngan kejujuran dalam berniaga atau jual beli. Sebagai penjual harus memeberikan
hak pembeli sesuai dengan harga yang sudah ditentukan tanpa mengurangi dari hak

tersebut. Karena sesungguhnya Allah mengetahui apa yang kita perbuat.

Dalam hal lain pun juga dijelaskan dalam Al-Qur’an seperti himpunan. Se-
cara umum himpunan diartikan sebagai kumpulan objek-objek yang dapat didefini-
sikan dan dapat dibeda-bedakan. Jadi himpunan adalah sebuah koleksi dari objek-
objek yang terdefinisi dengan baik (well defined). Terdefinisi dengan baik artinya
bahwa untuk sebarang objek X yang diberikan maka kita selalu dapat menentukan
apakah objek X itu termasuk dalam sebuah himpunan tertentu atau tidak. Menga-
pa perlu jelas pendefinisiannya? Maksudnya adalah agar orang dapat menentukan
apakah suatu benda merupakan anggota himpunan yang dimaksudkan atau bukan.

Yang dijelaskan dalam Q.S An-Nur [24:45]

«.,ls& W G 8 5ks Al
J@ )J@)&&“EE@"J
;gﬁﬁ&a@&yu@umg@

Artinya : "Dan Allah telah menciptakan semua jenis hewan dari air, maka
sebagian dari hewan itu ada yang berjalan di atas perutnya dan sebagian berjalan
dengan dua kaki sedang sebagian (yang lain) berjalan dengan empat kaki. Allah
menciptakan apa yang dikehendaki-Nya, sesungguhnya Allah Maha Kuasa atas se-

gala sesuatu.”

Dalam ayat tersebut menjelaskan kelompok hewan berdasarkan cara berja-



lannya, seperti yang dijelaskan ada yang berjalan tanpa kaki atau menggunakan per-
utnya, ada yang berjalan menggunakan 2 kakinya, ada yang berjalan menggunakan

4 kakinya.

Pemaparan dua ayat Al-Qur’an tersebut sudah menjelaskan tentang sedikit
dari ilmu matematika, bahwa matematka itu sangatlah luas wawasannya. Dalam
aspek apapun matematika tidak luput ketinggalan didalamnya. Oleh karena itu ma-

tematika sangat berperan penting dalam segala ilmu apapun.

Salah satu ilmu yang dipelajari dalam matematika adalah aljabar. Dalam
aljabar ada struktur aljabar yang merupakan himpunan tak kosong yang dileng-
kapi dengan suatu operasi yang memenuhi aksioma-aksioma tertentu (Azura et al.,
2019). Dalam sebuah, aljabar operasi yang digunakan adalah operasi biner. Operasi
biner * pada suatu himpunan X adalah suatu aturan yang memasangkan setiap pa-
sangan terurut (m, n) dengan m,n € X ke suatu elemen di X (Azura et al., [2019).
Salah satu himpunan tak kosong dengan satu operasi biner itu adalah Aljabar BCI.
Aljabar BCI merupakan suatu himpunna tak kosong dengan operasi biner ” *x ” de-
ngan elemen khusus 0 untuk setiap m,n,0 € X yang memenuhi empat aksioma

yang ada pada Aljabar BCI (Saeid, 2010).

Lebih lanjut Aljabar BCI di definisikan suatu relasi biner <. Dimana untuk
setiap m < n jika dan hanya jika m * n = 0, untuk sebarang m,n € X
(Lin Liu, 2000). Dari definisi relasi aljabar BCI memiliki beberapa sifat. Salah
satu sifat yang muncul adalah sifat asosiatif. Dikatakan aljabar BCI assosiatif jika

(m*n)*o=m=* (n=*o) (Lin Liu, 2000).

Dalam suatu aljabar ada subaljabar yang merupakan subhimpunan dari suatu
aljabar yang mana subaljabar tersebut tertutup terhadap operasi yang sama dan me-

warisi sifat-sifat yang sama dengan yang dimiliki oleh aljabar tersebut (Azura et al.,



2019). Hal ini juga berlaku pada aljabar BCI yaitu himpunan bagian dari aljabar
BCI yang memenuhi beberapa aksioma aljabar BCI disebut subaljabar BCI. Sela-
in itu himpunan bagian dari aljabar BCI yang lain dikenalkan konsep ideal. Ideal
dari aljabar BCI X yaitu himpunan bagian tak kosong A yang memenuhi 0 € X,
mxn € X,y € X maka m € A (Bhatti and Chaudhry, [1990). Secara umum,
setiap ideal pasti merupakan subaljabar akan tetapi setiap subaljabar belum tentu

merupakan ideal.

Dalam konsep ideal pada Aljabar BCI dikembangkan menjadi beberapa
ideal yaitu g-ideal, p-ideal, dan a-ideal. Dari ideal-ideal tersebut memiliki beberapa
definisi yang sama dengan ideal yaitu setiap elemen {0} merupakan elemen dari
ideal. Pembeda antara ketiganya yaitu: (i) untuk q-ideal memiliki definisi m * (n
0) € I dann € [ maka m % o € [ untuk semua m,n,o € X, (ii) untuk p-ideal
memiliki definisi (m % 0) % (n x0) € [ dann € [ maka m € I untuk semua
m,n,o € X, (iii) untuk a-ideal memiliki definisi (m * 0) * (0 *n) € I dano € [

maka n * m € [ untuk semua m,n, o € X (Saeid, 2010).

Setiap g-ideal dan p-ideal merupakan ideal. Akibatnya memunculkan perta-
nyaan, apakah a-ideal juga merupakan ideal? Sehingga perlu dikaji sifat dari a-ideal
terhadap ideal dan sekaligus sifat a-ideal yang berkaitan dengan g-ideal dan p-ideal.
Lebih lanjut, karena pada Aljabar BCI didefinisikan suatu sifat Assosiatif maka ju-
ga memunculkan pertanyaan bagaimana sifat a-ideal pada Aljabar BCI Assosiatif.
Sehingga pada penelitian ini akan dikaji sifat yang berkaitan dengan Aljabar BCI

Assosiatif dengan a-ideal.



1.2. Rumusan Masalah

Berdasarkan paparan latar belakang masalah diatas, rumusan masalah yang

akan dikaji yaitu,

1. Bagaimana pengertian dan sifat a-ideal dari aljabar BCI?

2. Bagaimana sifat keterkaitan antara a-ideal dengan aljabar BCI assosiatif?

1.3. Tujuan Penelitian

Tujuan peneliti melakukan penelitian ini adalah :

1. Untuk menguraikan dan menjelaskan tentang pengertian dan sifat a-ideal dari

aljabar BCI

2. Untuk menguraikan dan menjelaskan tentang sifat keterkaitan antara a-ideal

dengan aljabar BCI assosiatif.

1.4. Manfaat Penelitian

Manfaat penelitian ini adalah sebgai berikut.

1. Bagi penulis untuk menambah pengetahuan dan wawasan mengenai a-ideal

pada Aljabar BCI dan Aljabar BCI Assosiatif

2. Bagi pembaca untuk sarana informasi dan bahan referensi terkait tentang a-

ideal pada Aljabar BCI dan Aljabar BCI Assosiatif.

1.5. Sistematika Penulisan

Pada penelitian ini akan disusun menjadi lima bagian yang masing-masing

akan diuraikan sebagai berikut:



. BAB I PENDAHULUAN
Bab ini berisi latar belakang masalah, rumususan masalah, tujuan penelitian,

manfaat penelitian, dan sistematika penulisan.

. BAB II TINJAUAN PUSTAKA
Bab ini berisi tentang penjelasan teori tentang Aljabar BCI, Ideal pada BCI,

g-ideal, p-ideal, serta hubungan aljabar pada integrasi keislaman.

. BAB IIl METODE PENELITIAN
Bab ini berisi tentang pemaparan metode penelitian yang digunakan, sehing-
ga peneliti dapat terarah dengan baik dalam hal waktu pengerjaan maupun

materi.

. BAB IV HASIL DAN PEMBAHSAN

Bab ini berisi tentang penjelasan hasil dan pembahasan terkait definisi dan
sifat-sifat a-ideal pada Aljabar BCI dan keterkaitan antara a-ideal dengan
Aljabar BCI Assosiatif, serta menjelaskan mengenai integrasi keilmuan meng-

enai pembuktian kebenaran.

. BAB V PENUTUP
Bab ini akan dijelaskan mengenai simpulan dan saran yang berdasar dari hasil

penelitian.



BAB 11

TINJAUAN PUSTAKA

Pada bagian ini akan diuraikan tentang dasar teori yang akan digunakan un-
tuk membantu penelitian ini mengenai definisi dan contoh dari Aljabar BCI, Ideal
pada aljabar BCI, g-ideal pada aljabar BCI, p-ideal pada aljabar BCI, serta menje-

laskan integrasi keislaman yang berhubungan dengan alajabar BCI.

2.1. Aljabar BCI

Definisi 2.1.1 (Azura et al., | 2019) Misalakan X, x,0) suatu himpunan tak kosong X
dengan operasi biner x dan elemen khusus 0 disebut Aljabar BCI jika untuk setiap

m,n,o € X memenuhi aksioma berikut:

1. ((mx*xn)*(mx*o0))*(oxn)=0;

3 mxm=0;

4. mxn =0dann xm = 0 sehingga m = n.



Contoh 2.1.2 Misalkan M3 = {0, 1, 2}. Didefinisikan operasi () pada M3 di Tabel

Himpunan (M3, ) dikategorikan aljabar BCI, sebab:

Tabel 2.1 Tabel Cayley Himpunan )5 Terhadap Operasi *

1. Terpenuhinya aksioma pertama yaitu, Ym, n,o € X, berlaku ((m * n) * (m *

0)) * (oxn)=0.

e Untuk m = 0, maka diperoleh

(0x1)*x(0%2))*(2x1)=0

e Untuk m = 1, maka diperoleh

(1x1)*x(1%2))*(2x1)=0

e Untuk m = 2, maka diperoleh

(2x1)*(2x2))*x(2+x1)=0

Jadi terbukti untuk setiap m, n, 0 € Mjs, berlaku ((m=*n)(m=*o0))*(o*n) =0

2. Terpenuhinya aksioma kedua yaitu, ¥m,n € Ms, berlaku (m* (m%n))*n =
0.
Untuk m = 1, n = 0, maka diperoleh (1 % (1% 0)) «0 =0

Jadi terbukti bahwa untuk semua m,n € Ms, berlaku (m * (m*n)) xn =10

3. Terpenuhinya aksioma ketigan yaitu, dari Tabel 2.1, jelas bahwa Vm € M3,

berlaku m *m =0



4. Terpenuhinya aksioma keempat yaitu, dari Tabel 2.1, jelas bahwa Vm € Ms,

jikam xm =0, makam =m

Terbukti (M3, *, 0) dikategorikan sebagai Aljabar BCI.

Contoh 2.1.3 Diberikan himpunan X = {0, j, k, [ }. Didefinisikan operasi (*) pada

X di Tabel Himpunan X merupakan aljabar BCI, sebab:

Tabel 2.2 Tabel Cayley Himpunan X terhadap operasi *

*x 10 7 k 1
010 [ k J
717 0 1 kK
kElk 7 0 1
Il k j O

1. Terpenuhinya aksioma pertama yaitu, Vm, n,o € X, berlaku ((m * n) x (m *

0)) * (oxn) =0.

e Untuk m = 0,n = 0, dan o = 7 maka diperoleh

((0%0) * (0% ) * (j%0) =0

e Untukm = j,n = 0, dan o = j maka diperoleh

(7% 0) % (j ¥4)) * (j*0) =0

e Untuk m = k,n = 0, dan o = j maka diperoleh

(k5 0) 5 (k %)) # (% 0) = 0

e Untuk m = [,n = 0, dan o = j maka diperoleh

(1 0) % (1% ) * (j % 0) = 0
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Jadi, terbukti untuk setiap m, n, 0 € X, berlaku ((m*n)(m=o0))*(oxn) =0

2. Terpenuhinya aksioma kedua yaitu, Ym, n € X, berlaku (mx*(mx*n))*n = 0.
Untuk m = 0, n = [, maka diperoleh (0% (0% {)) x{ =10
Untuk m = j, n = 0, maka diperoleh (j * (j % 0)) x 0 =0

Jadi terbukti untuk setiap m,n € X, berlaku (m * (m *n)) *n =10

3. Terpenuhinya aksioma ketigan yaitu, dari Tabel 2.1, jelas bahwa Vm € X,

berlaku m xm =0

4. Terpenuhinya aksioma keempat yaitu, dari Tabel 2.1, jelas bahwa Vm € X,

jikam *m =0, makam =m

Terbukti (X, *,0) dikategorikan kedalam Aljabar BCI.

Contoh 2.1.4 Diberikan himpunan C' = {0, d, e}. Didefinisikan operasi * pada X
di Tabel [2.4] Himpunan C' merupakan aljabar BCI, sebab:

Tabel 2.3 Tabel Cayley Himpunan C' terhadap operasi

*‘Ode
010 0 e
dld 0 e
ele e 0

1. Terpenuhinya aksioma pertama yaitu, Vm,n,o € X, berlaku ((m * n) x (m *

0))* (oxn)=0.

e Untuk m = 0,n = d, 0 = e, maka diperoleh

(0xd)*(0xe))*x(exd) =0
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e Untuk m = d,n = 0, 0 = 0, maka diperoleh

((d*0)*(d*0))*(0%x0)=0

e Untuk m = e,n = 0, 0 = d, maka diperoleh

((ex0)x(exd))*(dx0)=0

Jadi, terbukti Vm, n, o € X, berlaku ((m * n)(m % 0)) * (0 xn) =0

. Terpenuhinya aksioma kedua yaitu, Vm, n € X, berlaku (mx (m=n))*n = 0.
Untuk m = 0, n = d, maka diperoleh (0% (0*d))*xd =0
Untuk m = 0, n = e, maka diperoleh (0 % (0 x¢e)) xe =0
Untuk m = e, n = d, maka diperoleh (e x (e x d)) *d =0

Jadi terbukti Vm, n € X, berlaku (m * (m *n)) *xn =10

. Terpenuhinya aksioma ketigan yaitu, dari Tabel 2.1, jelas bahwa Vm € X,

berlaku m xm = 0

. Terpenuhinya aksioma keempat yaitu, dari Tabel 2.1, jelas bahwa Vm € X,

jikamxm =0, makam =m

Terbukti (C, %, 0) dikategorikan Aljabar BCI.

Contoh 2.1.5 Diberikan himpunan D = {0, d, e}. Didefinisikan operasi * pada X

di Tabel [2.4] Himpunan D bukan merupakan aljabar BCI, sebab:

Tabel 2.4 Tabel Cayley Himpunan D terhadap operasi
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Tidak berlaku untuk aksioma ke (3) yaitu e € D dimana e x e = e # 0.

Definisi 2.1.6 (Bae Jun et al., |1998) Didefinisikan relasi terurut parsial pada Alja-
bar BCI X, yaitu <. Dimana untuk setiap m < n, jika dan hanya jika

mxn =0, untuk sebarang m,n € X.

Teorema 2.1.7 (Saeid, 2010) Diberikan Aljabar BCI (X, *,0). Didefinisikan (X, <

p—

) merupakan partially ordered set

Bukti. Akan ditunjukkan bahwa (X, <) memenuhi dari aksioma-aksioma refleksif,

antisimetris, dan transitif.

1. Ambil sebarang m € X. Akan dibuktikan (X, <) bersifat reflektif yaitu
m < m untuk setiap m € X. Diperhatikan berdasarkan Definisi2.1.1| poin
(3) diperoleh m x m = 0 yang berarti m < m berdasarkan Definisi 2.1.6

Sehingga terbukti (X, <) bersifat reflektif.

2. Ambil sebarang m,n € X. Akan dibuktikan (X, <) bersifat antisimetris
yaitu jika m < n dan n < m maka m = n untuk setiap m,n,o € X.
Diperhatikan berdasarkan Definisi diperoleh:

m<n

m*xn=~0 2.1

dann <m

nxm=>0 2.2)

Berdasarkan Definisi poin (4) dari Persamaan [4.1] dan [2.2] dapat di-

simpulkan m = n. Sehingga terbukti (X, <) bersifat anti-simetris.
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3. Ambil sebarang m,n,0 € X. Akan dibuktikan (X, <) bersifat transitif ya-
itu jika m < ndann < o, maka m < o. Jika dimisalkan m < o maka

berdasarkan Definisi [2.1.6]diperoleh:

mxn =20 (2.3)

dan n < o maka diperoleh:

nxo=10 2.4)

Akan ditunjukkan jika m < n dan n < o, maka m < o. Karena akan

ditunjukkan m < o artinya m * o = 0. Diperhatikan berdasarkan Teorema

poin (1) diperoleh:

mxo=(m%o)x*0 [Teorema [2.1.8|poin (1)]
=((m=*0)*0)*0 [Substitusi Persamaan [2.3|dan [2.4]]
= ((mxo0)* (m=*n))* (n=o0) [Definisi2.1.1/poin (4)]
=90

Sehingga (X, <) terbukti bersifat transitif.

Karena (X, <) dapat memenuhi aksioma-aksioma refleksif, antisimetris, dan tran-

sitif, maka (X, <) terbukti terdefinisi partially ordered set [

Selajutnya dari definisi Aljabar BCI X dapat diturunkan beberapa sifat da-
ri Aljabar BCI X, yang akan digunakan untuk membantu membuktikan beberapa

teorema dari konsep Aljabar BCI X.
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Teorema 2.1.8 (Winarsih and Suryoto, | 2014) Jika (X, *0) adalah aljabar BCI, ma-
ka:

untuk semua m,n,o € X

I. m*x0=m;

2. m < nberakibatm*xo <n*xodanoxn < ox*m;
3. (mxn)xo=(mx*o)*n;

4. 0x(mx*xn)=0— (0*xm)* (0%xn) =0;

5. mx(mx*(m*n)) =mx*n;

Bukti.

1. Akan ditunjukkan m * 0 = m.

Dengan menggunakan Definisi poin (4), akan dibuktikan

(@) (m*0)*m =0;dan

(b) m* (m*0) = 0;
Ambil sebarang m € X. Diperhatikan,

(a) Berdasarkan DeﬁnisiMpoin (3) yang menyatakan m x m = 0, dipe-

roleh

(m=*0)*m = (mx*(mx*m))*xm  [Definisi poin (2),

(m* (m*n)*n)=0]
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(b) Untuk menunjukkan m * (m x 0) = 0, menggunakan Definisi poin
(4), akan dibuktikan

(m*(m=0))*0=0dan 0% (m* (m=0)) =0.
i. Dari Definisi poin (2), jelas bahwa (m x (m * 0)) x 0 = 0.

ii. Dari Definisi 2.1.1]poin (2), diperoleh

0 (m * (m * 0))

= (m* (m=*0))x0x (mx*(mx*0)) [Definisi[2.1.1] poin (3)

mxm = 0]

= ((mx (m=0))* (m+*m)) = (m=x(m=0)) [Definisi[2.1.1]poin (1)]

=0

Karena (m *0) x m = 0 dan m x (m * 0) = 0. Jadi m x 0 = m.

2. Diketahui: m < n artinyam xn =0

Akan ditunjukkan:

(a) (oxn) < (0oxm) dengan kata lain (0 *x n) * (0o xm) = 0;

(b) (m *0) < (n* o) dengan kata lain (m x 0) < (nx0) = 0;
Ambil sebarang m,n,o € X.

(a) Diperhatikan, dari Definisi aljabar BCI poin (1) diperoleh
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((oxn)*(oxm))* (m=*n)=0  [karenam xn = 0]

((0xn)* (0xm))*0=0  [Teorema[2.1.8|poin (1)]

((oxn)x(oxm)) =0

Jadi ((0xn) < (0% m)).

(b) Diperhatikan, dari Definisi aljabar BCI poin (1) diperoleh

(m=*0)*x(m=n))x(oxn)=0  [karenam x n = 0]

(m*o0)x0)*(0oxn)=0  [Teorema[2.1.8|poin (1)]

((m=*o0)*(0oxn)) =0

Jadi ((m *0) < (0*n)).

3. Akan ditunjukkan (m % n) * 0 = (m * 0) * n.
Ambil sebarang m, n, o € X. Dari Definisi aljabar BCI poin (2), maka

diperoleh

(m* (mx*o0))*0o=0 [Definisi2.1.6) m <n = m*n =0

(m* (mx*0)) <o [Teorema poin (2)

m<n— (oxn) < (oxm)dan(m *0) < (n* o)

(mxn)*xo<(ms*n)*msx*(msxo) (2.5)
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Di lain pihak, dari Definisi aljabar BCI poin (1), sehingga dipunyai

((m*n)*(mx*(m=xo0)))*((m*o)+*n)=0 [Definisi.[.6l m <n=mx*n

((mxn)*(mx*(mx*o0))) < ((mx*o)*n) (2.6)

Karena (<) didefinisikan relasi terurut parsial, di mana < berlaku sifat tran-

sitif, maka dari Persamaan [2.5/dan Persamaan [2.6| diperoleh

((m#*n)*o0) < ((mx*o)*n) (2.7)

Dilain itu, jika ada pada Persamaan untuk n diganti o dan o diganti n

maka diperoleh

((m=*0)*xn) < ((mx*n)x*o) (2.8)

Karena < didefinisikan relasi terurut parsial, di mana < berlaku sifat antisi-
metris, maka dari Persamaan [2.7|dan Persamaan [2.8|diperoleh (m * n) x o =

(m*o0)%xn

. Diketahui 0 * (m * n)

Akan dibuktikan (0 x m) * (0 x n).

0]
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Dengan menggunkana Definisi Aljabar BCI poin (3), maka diperoleh :

0% (m*n) [(0%n)* (0%xn)=0]
= ((0%n)* (0%n))* (m*n) [Definisi Aljabar BCI2.1.1]poin (3)
mxm = 0]

= (((m+m)*n)* (0%n)* (m*n) [Teorema2.1.8poin (3)]
= (((m+m)*n) * (m#*n) % (0 +n) [Teorema[2.1.§poin (3)]
= (((m*m)* (m*n)*n)*(0xn) [Teorema[2.1.8 poin (3)]
= (((m*n) % (mxn)«m)x(0xn) [Teorema[2.1.8 poin (3)]

=(0xm) % (0% n)

5. Akan ditunjukkan 0 * (0 % (0 % m)) = 0 * m.

Berdasarkan Definisi Aljabar BCI[2.1.1|poin (4) analog ditunjukkan
(@ (0% (0% (0xm))) = (0xm)=0;dan
(®) (0xm)* (0 (0% (0%m))) =05

Ambil sebarang m € X. Diperhatikan,

(a) Dari Definisi aljabar BCI poin (2), jelas bahwa (0 (0% (0xm))) *

(0xm) = 0.
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(b) Dari Definisi aljabar BCI poin (1), maka diperoleh

((0%m)* (0% (0% (0%m)))) * (0% (0xm))*m) =0 [Definisi Aljabar BCI[2.1.1]
poin (2)]
(0% m)* (0% (0% (0xm))))*0=0 [Teoremal[2.2.8poin (1)]

((0%m)* (0% (0% (0%xm)))) =0

Karena (0 (0% (0xm)))* (0xm) = 0dan (0xm)* (0 (0% (0xm))) = 0.

Jadi 0% (0 % (0% m)) = 0 % m.

Definisi 2.1.9 (Lin Liu, 2000) Diberikan Aljabar BCI (X, *,0) dengan I C X,
dan I bukan himpunan tak kosong. Himpunan I disebut Aljabar BCI assosatif jika

(m=n)*o=msx(n*o).

Contoh 2.1.10 Berdasarkan Contoh [2.T.4 himpunan C' merupakan aljabar BCI as-

sosiatif sebab:
e jikam = 0, n = d, dan 0o = e maka:
(m%n)*xo=mx(n*o)

(0xd)xe=0x(dxe)

Oxe=0xe
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e jikam = d, n = e, dan 0 = (0 maka:

(m*n)*xo=mx(nx*o)
(dxe)*x0=dx(ex0)

exO0=d=x*e

e jikam = e, n = 0, dan 0 = d maka:

(m*n)*o=mx(nx*o)
(ex0)*xd=-ex(0xd)

exd=ex0

2.2. Ideal Aljabar BCI

Misal dipunyai aljabar BCI X, maka dapat dibentuk himpunan bagian yang
juga merupakan aljabar BCI. Selain itu, dapat didefinisikan suatu himpunan pada
aljabar BCI yang memenuhi beberapa aksioma, dan disebut ideal. Berikut akan

dipaparkan definisi ideal dari Aljabar BCI.

Definisi 2.2.1 (Hao and Li, 2004) Diberikan suatu Aljabar BCI (X, *,0) dengan
I C X, dan I bukan himpunan tak kosong. Himpunan I disebut ideal pada aljbar

BCI X jika dapat memenuhi aksioma:

1. 0el;

2. mxn € Idann € I berakibat m € I;
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Contoh 2.2.2 Berdasarkan Contoh didapatkan himpunan [ = {0, b} meru-

pakan ideal terhadap aljabar BCI X = {0, j, k, [} karena:

1. Karena I = {0, k}, maka terbukti bahwa 0 anggota di /.
2. Untuk m *n € [ dann € [ maka diperoleh m € 1

e mxn=kxk=0c€ldammn=kcl=m=kel

Karena aksioma (1) dan aksioma (2) terpenuhi. Maka himpunan / = {0, k} terbukti

ideal pada aljabar BCI X.

Berikut diberikan contoh himpunan yang bukan termasuk kategori ideal dari

aljabar BCI X.

Contoh 2.2.3 Berdasarkan Contoh didapatkan himpunan I = {0, 1} bukan

termasuk kategori ideal pada aljabar BCI X = {0, 1, 2} sebab:

1. Karena I = {0, 1}, maka terbukti 0 anggota di /.
2. Untuk m *n € [ dann € [ maka diperoleh m € [

emin=0x1=2¢ldamn=1cl=>m=0€c]

Karena aksioma (2) tidak memenuhi definisi ideal maka / bukan termasuk kategori

ideal pada aljabar BCI X.

2.2.1. qg-ideal

Ideal dari aljabar BCI memiliki beberapa jenis ideal, salah satunya g-ideal.

Berikut diberikan definisi dari g-ideal.
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Definisi 2.2.4 (Yang, 2014) Diberikan Aljabar BCI (X, *,0) dengan I C X, dan
I ={®@}. Himpunan I disebut q-ideal pada Aljabar BCI X jika dapat memenuhi

aksioma berikut:

1. 0el;
2. mx(nxo) € ldann € I makam o € I,VYm,n,o € X;

Contoh 2.2.5 Berdasarkan Contoh himpunan / = {0, d} merupakan g-ideal

pada aljabar BCI C' = {0, d, e} sebab:

1. Karena I = {0, d}, maka jelas 0 anggota di /.
2. Untuk m * (n * 0) € I dann € I maka m % o € I untuk semua m,n,o € X
e mx(nko)=0%x(0xd)=0€ dan0€ ImakaOx*xd e ]
e mx(nko)=0x(dxd)=0¢c [dand € I makaOxd € [
e mx(nxo)=dx(0xd)=deldan0 € Imakadxde [
e mx(nxo)=dx(d+*d)=deldand e Imakadx*de [

Karena aksioma (1) dan aksioma (2) terpenuhi. Maka terbukti /' = {0, d} meru-

pakan g-ideal pada Aljabar BCI X
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Teorema 2.2.6 (Yang, 2014) Setiap g-ideal pada aljabar BCI X merupakan ideal.

Bukti. Misal / adalah g-ideal. Dengan kata lain terpenuhi

1. 0eI;

2. mx(n%xo) € ldann € I makam=o € I,Vm,n,0 € X.

Akan dibuktikan [ adalah ideal, yaitu

1. Berdasarkan Definisi [2.2.4] merupakan definisi dari g-ideal pada aljabar BCI

X jelas 0 € I.

2. Akan ditunjukan m xn € [ dann € [, makam € [
Berdasrakan Definisi g-ideal poin (2), jika dimisalkan o = 0, maka

diperoleh :

mx (n*0)=mx*(n*0) Teorema |2.1.8|poin (1)
nx0=n

=mxné¢c&l

Karena [ adalah g-ideal, jikam xn € I dann € [, makam*o =m0 =
m € I.

Karena terpenuhi m xn € I dan € I makam € [.

Jadi berdasarkan pembuktian 1 dan 2 diperoleh I adalah ideal. |
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Teorema 2.2.7 (Lin Liu, |2000) Jika I adalah ideal pada aljabar BCI X, maka

pernyataan berikut ekuivalen:

1. I adalah q — ideal pada aljabar BCI X ;
2. Jikam* (0% n) € [ makam xn € I untuk semua m,n € X;

3. Jikam = (n* o) € I maka (m *n) * o € I untuk semua m,n,o € X.

Bukti.

1) = (2)

Diketahui I adalah g-ideal artinya 0 € I, dan m* (n%o0) € I,n € I makamxo € I,
VYm,n,o € X.

Akan ditunjukkan m % (0 xn) € I makamxn € I,Vm,n € X.

Ambil sembarang m,n € X, dimanam % (0 xn) € I.

Akan ditunjukkan m x n € I.

Karena 0 € I dan berlaku mx*(0xn) € I, berdasarkan diketahui diperoleh mxn € I.
2) = (3)

Diketahui Jika m % (0« n) € I makam xn € I[,Vm,n € X.

Akan ditunjukkan Jikam * (n x 0) € I maka (m xan) *xo € I, Vm,n o € X.
Ambil sembarang m, n, 0 € X dipunyai myx (n * o) € I.

Akan ditunjukkan (m xn) x o € I.

Terlebih dahulu akan ditunjukkan bahwa (m x n) * (0 * o) € I.

Diperhatikan berdasarkan Teorema poin (3) diperoleh

((m*n) * (0% 0)) % (m* (n*o)) [Teorema 2.1.8|poin (3)]

= ((m=*n)x(mx*(n=x0)))*(0x*o0) (2.9)
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Dilain pihak berdasarkan Definisi poin (1)

(mxn)*x(m=*(n*xo0)))*((nx(nxo)*xn)=0 (2.10)

Berdasarkan Definisi maka Persamaan [2.10] menjadi

((m=*n)*(mx*(nx*0)) < (n*(n*o)*n) (2.11)

Berdasarkan Teorema poin (2) maka Pertidaksamaan menjadi
((mxn)*(m=*(n*0))*x(0%x0) < (n*(nxo0)*n)*(0xo0)

Akibatnya Persamaan 2.9 dan Pertidaksamaan [2.11] diperoleh

((m *n) * (0% 0)) * (m * (n*0)) [Teorema 2.1.8|poin (3)]

— ((m % n) * (m * (n x 0)) * (0% 0))

< ((n % 0) *n) * (0 % o) [Teorema 2.1.8| poin (3)]

= ((n*n) *0) % (0% 0) [Definisi [2.1.1] poin (3)
nxn = 0]

= (0% 0) * (0 0) [Definisi[2.1.1] poin (3)

(0 0) * (0% 0) =0]

Karena [ ideal, maka ((m *n) * (0% 0)) * (m* (n*o0)) € I dan karena berdasarkan
diketahui m x (n*x 0) € I,jadi ((m xn) * (0% 0)) € I.

Berdasarkan diketahui (m % n) % (0% 0) € [ maka (m *n) o € I.

(3) = (1)

Diketahui Jika m % (n * 0) € I maka (m *n) x o € I , untuk semua m,n,o0 €
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X. Akan ditunjukkan I adalah g-ideal, dengan kata lain akan ditunjukkan 0 € I,

mx*(nxo) € Idann € I makam=o¢€ I,Vm,n,0e X

1. Karena [ adalah ideal maka berdasarkan Definisi [2.2.1] poin (1) himpunan [

merupakan ideal.

2. Diketahui m * (n % 0) € I dan n € I. Akan ditunjukkan m % o € [

Diperhatikan berdasarkan diketahui diperoleh

(m*n)*ocl [Teorema 2.1.8| poin (3)]

=(mx*o)xnel

Selanjutnya karena n. € [ maka m % o € [ dan karena [ adalah ideal, maka

diperoleh m x o € I.

Teorema 2.2.8 (Lin Liu, 2000) Diberikan I merupakan ideal pada aljabar BCI X.

Jika untuk setiap m € I dann € X berlaku m xn € I, maka I adalah g-ideal.

Bukti. Dipunyai X merupakan aljabar BCI, [ ideal dari X, untuk setiap m € I dan
n € X berlaku m xn € I.
Akan dibuktikan / merupakan g-ideal, dengan kata lain akan dibuktikan 0 € 1,

mx(nxo0) € ldann € X makamx*o € I,Vm,n,o € X.

1. Berdasarkan Definisi ideal pada aljabar BCI X, jelas 0 € I.

2. Dipunyai m x (nxo0) € [ dann € I.
Akan ditunjukkan m x o € [.

Ambil sembarang m, n,0 € X. Karena [ ideal dan dipunyai m * (n *x o) € [
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dan o € X maka berdasarkan diketahui diperoleh (m * (n % 0)) x 0 € 1.

Berdasarkan Teorema 2.5 poin (3) diperoleh:

(m*o0)x(nx*xo) €l (2.12)

Karena [ ideal dan dipunyai n € I dan o € X maka berdasarkan diketahui

diperoleh

nxoel (2.13)

Berdasarkan (2.12)) dan (2.13)) dan karena I ideal sehingga diperoleh m x o €

I

2.2.2. p-ideal

Selain g-ideal, ideal dari aljabar BCI memiliki jenis lain yaitu p-ideal. Beri-

kut diberikan definisi dari p-ideal

Definisi 2.2.9 (Lele et al., 2008) Diberikan Aljabar BCI (X, *,0) dengan I C X,
dan I bukan himpunan tak kosong. Himpunan I disebut p-ideal dari aljabar BCI

X jika dapat memenuhi aksioma berikut:
1. 0el;
2. (m=xo0)*(n=*o0)€ ldann € I mengakibatkan m € I.

Contoh 2.2.10 Berdasarkan Contoh terdapat himpunan / = {0, d} merupakan

p-ideal pada aljabar BCI C' = {0, d, e} sebab:
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1. Karena I = {0, d}, maka jelas 0 anggota di I.
2. Untuk (m *0) * (n*0) € X dann € X makam € X

o (m*o0)x(nx0)=(0%0)%(0%x0)=0¢€ X dann € X makam € X
o (m*o0)x(nx0)=(0%0)x(d*x0)=0¢€ X dann € X makam € X
e (mx0)*x(n+x0)=(0xd)x(dxd)=0¢€ Xdann € X makam € X

e (mx0)*(nx0)=(d*d)x(dxd)=0€ Xdann € X makam € X

Karena aksioma (1) dan aksioma (2) terpenuhi. Maka terbukti / = {0, m} meru-

pakan p-ideal dari aljabar BCI X

Teorema 2.2.11 (Xiaohong et al., |1994) Setiap p-ideal merupakan ideal.

Bukti. Misal ] adalah p-ideal. Artinya terpenuhi 0 € I, dan (m % 0) * (nxo0) € [
dan n € I mengakibatkan m € I.
Akan dibuktikan I merupakan ideal, dengan kata lain akan dibuktikan 0 € 7, dan

m*n € [dann € [ makam € [.

1. Diperhatikan berdasarkan Definisi p-ideal pada aljabar BCI jelas 0 € I.

2. Akan dibuktikan m *n € I dann € I makam € [

Diperhatikan dari Definisi p-ideal poin (2) misalkan o = 0, diperoleh :

(m=*0)*(nxo)=(m=%0)*(nx0) [Teorema[2.1.8 poin (1)
m0=mdann 0 = n]

=mx*xn¢&l

Berdasarkan diketahui n € I. Karena m xn € I dan n * m € I, maka

diperoleh m € I.
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Karena poin (1) dan poin (2) terpenuhi jadi terbukti / ideal. [

Lemma 2.2.12 (Xiaohong et al.| |1994) Misalkan I adalah ideal dari aljabar BCI

X. Jika I merupakan p-ideal maka 0 x (0 x m) € I mengakibatkan m € 1.

Bukti. Diketahui / adalah p-ideal dan 0 % (0 x m) €
Akan ditunjukkan m € I, maka berdasarkan definisi aljabar BCI poin (3) di-

punyai

0x(0xm)=(mxm)*(0xm) el

Karena 0 € [ dan berdasarkan Definisi p-ideal poin (2) yaitu (m x m) * (0 *

m) € I dan 0 € I maka diperoleh m € I. |

2.3. Integrasi Keilmuan

Aljabar pertama kali dikemukakkan oleh matematikawan dari Persia ber-
nama Al- Khawarizmi. Aljabar merupakan konsep dasar matematika dari konsep
aljabar matematikawan mengemukakkan konsep-konsep baru yang membuat mate-

matika semakin berkembang (Huda and Mutia, [2017).

Dalam kosep matematika setiap Aljabar memiliki ketentuan masing-masing,
agar bisa dikategorikan dalam sebuah konsep matematika yang benar. Salah satu
konsep aljabar yaitu pada Aljabar BCI yang merupakan suatu himpunan tak kosong
yang dioperasikan dengan suatu operasi biner dan memenuhi empat aksioma (Y1-
sheng), 2016). Aljabar BCI sudah mempunyai ketentuan tersendiri seperti aljabar
yang lainnya. Oleh karena itu, sebuah himpunan dikatakan benar sebagai anggota

Aljabar BCI apabila sudah memenuhi aksioma-aksioma aljabar BCI tersebut.
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Matematika adalah ilmu pasti yang membutuhkan pembuktian kebenaran
dan kesepakatan bersama untuk menghasilkan teori yang benar. Dalam hal ini ilmu
matematika dengan islam memiliki keterkaitan, hampir setiap teori dalam matema-
tika memilki nilai yang sama dengan teori yang ada di agama islam. Dalam Al-
Qur’an juga dijelaskan tentang teori kebenaran yang dijelaskan dalam firman Allah

pada surah An-Nisa’ ayat 174, yang berbunyi:

0 B 2855 62 Slaxg SEs 38 28 Gl
Cas 13

Artinya : "Wahai manusia! Sesungguhnya telah sampai kepadamu bukti
kebenaran dari Tuhanmu, (Muhammad dengan mukjizatnya) dan telah Kami tu-

runkan kepadamu cahaya yang terang benderang (Al-Qur’an).”

Dari ayat tersebut menjelaskan seruan Allah kepada seluruh umat manusia,
baik Ahli Kitab maupun orang-orang yang beriman dari umat Nabi Muhammad.
Bahwasannya telah sampai bukti kebenaran yang amat jelas dari Allah SWT, yaitu
dengan diutusnya Nabi Muhammad SAW dengan bukti kenabian yang amat nya-
ta. Selain itu juga diturunkan pula kitab suci Al-Qur’an yang cahaya petunjuknya
menerangi umat manusia. Dalam hal ini sebagai umat muslim wajib mengikuti
ajaran yang sudah diajarkan oleh Rasulullah. Sebagaimana ditegaskan dalam surat
An-Nisa’ ayat 80.

Artinya : “Barangsiapa yang mentaati Rasul itu, Sesungguhnya ia telah
mentaati Allah. dan Barangsiapa yang brpaling (dari ketaatan itu), maka Kami

tidak mengutusmu untuk menjadi pemelihara bagi mereka.”
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THES P ey wyugn.wJ PESAPSERE
TIE,-" 1

Sebagai seorang muslim, kita hendaknya mengkaji lebih dalam kemudian
diterapkan atau diamalkan dalam kehidupan sehari-hari. Adapun salah satu contoh

ibadah yang disunnahkan adalah mengerjakan puasa sunnah (Rahmi, 2015).

Puasa Sunnat (nafal) adalah puasa yang apabila dikerjakan akan mendapatk-
an pahala dan apabila tidak dikerjakan tidak berdosa (Rahmi, 2015)). Adapun puasa

sunnat itu antara lain :

1. Puasa 6 (enam) hari di bulan Syawal

2. Puasa Tengah bulan (13, 14, 15) dan tiap-tiap bulan Qomariyah
3. Puasa hari senin dan hari kamis

4. Puasa hari Arafah (Tanggal 9 Dzulhijjah atau Haji)

5. Puasa tanggal 9 dan 10 Muharram

6. Puasa Nabi Daud a.s (satu hari berpuasa satu hari berbuka)

7. Puasa bulan Rajab, Sya’ban dan pada bulan-bulan suci (Rahmi, [2015)

Pada tiap-tiap puasa sunnat diatas memiliki syarat dan ketentuan masing-
masing. Misalkan saat bertepatan dengan tanggal 9 Dzhulhijjah kita berpuasa sun-
nah hari Arafah, dari Abu Qatadah Nabi Muhammad SAW bersabda: ”Puasa hari

Arafah itu menghapuskan dosa dua tahun, satu tahun yang telah lalu dan satu tahun
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yvang akan datang” (H. R. Muslim). Jadi puasa sunnat di atas memiliki ketentuan-
ketentuan yang harus dipenuhi (dilakukan disaat waktu yang sudah ditentukan). Be-

gitu pula dengan konsep Aljabar. Setiap Alajabar masing-masing memiliki kriteria

yang khas.



BAB III

METODE PENELITIAN

Pada bab ini akan menjelaskan mengenai metode penelitian, sehingga pene-

litian ini dapat terarah dengan baik dalam hal materi dan waktu pengerjaannya.

3.1. Jenis dan Sumber Data

Penelitian ini dikategorikan ke dalam jenis penelitian kualitatif. Pengertian
penelitian kualitatif adalah suatu penelitian yang ditujukan untuk mendeskripsik-
an dan menganilisis yang hasilnya akan digunakan untuk menemukan karakteristik
dan penjelasan yang mengarah pada penarikan kesimpulan (Rahmat, 2019). Dengan
kata lain, penelitian ini juga dapat dikategorikan sebagai penelitian kajian pustaka
yang memiliki arti serangkaian proses yang berkenaan dengan metode pengumpul-
an kajian pustaka, membaca, mencatat serta mengolah bahan koleksi berupa buku
maupun jurnal tanpa riset lapangan (Bachri, [2010). Penelitian ini menguraikan dan
menggambarkan secara jelas a-ideal pada aljabar BCI dan hubungan antara a-ideal
dengan aljabar BCI assosiatif serta menjabarkan secara terperinci teorema-teorema
yang terkait. Selain itu, dalam penelitian ini akan membahas tebtang definisi dan

sifat-sifat yang terkaitdari Ideal dan aljabar BCI.

Data yang digunakan dalam penelitian ini berasal dari jurnal, buku serta
sumber referensi lain yang mendukung. Selain itu, digunakan pula data yang di-
peroleh dari referensi-referensi mengenai aljabar, khususnya konsep yang berkaitan

dengan a-deal pada aljabar BCI dan aljabar BCI assosiatif.
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3.2. Metode Pengumpulan Data

Pengumpulan data dilakukan dengan melakukan observasi secara tidak lang-
sung, yaitu dengan mengumpulkan data berdasarkan refrensi yang berkaitan dengan
aljabar BCI. Dari berbagai jurnal yang sudah terkumpul, kemudian mengambil sa-
tu jurnal sebagai refrensi utama. Sehingga diperoleh judul g-ideals and a-ideals in
BCI-Algebras oleh Yong Lin Liu, Jie Meng, Xiao Hong Zhang dan Zhen Cai Yue.
Dari jurnal tersebut, dilakukan analisa mengenai konsep a-ideal dari aljabar BCI

dan aljabar BCI assosiatif serta sifat dan teorema yang terkait.

3.3. Tahapan Penelitian

Beberapa tahapan dan analisa pembahasan dalam penyelesaiannya sebagai

berikut:

1. Melakukan studi literatur yang berkaitan dengan penelitian meliputi buku,

jurnal dan sumber-sumber referensi lain yang mendukung.

2. Menjelaskan denisi dan membuktikan teorema yang berkaitan dengan Aljabar

BCI, Aljabar BCI Assosiatif, Ideal pada Aljabar BCI, g-ideal dan p-ideal.

3. Menjelaskan definisi dan membuktikan teorema dari a-ideal pada aljabar BCI.

4. Menjelaskan keterkaitan antara a-ideal dengan alajabar BCI assosatif serta

membuktikan teorema pada aljabar BCI Assosiatif.

5. Menyimpulkan hasil analisis yang telah dilakukan.



BAB IV

HASIL DAN PEMBAHASAN

Dalam bab ini akan dijelakan tentang definisi dan sifat-sifat dari a-ideal pada
Aljabar BCI dan keterkaitan antara a-ideal dengan Aljabar BCI Assosiatif, serta

integrasi keilmuan mengenai pembuktian kebenaran.

4.1. a-ideal

Definisi 4.1.1 (Lin Liu, 2000) Misalkan (X, *,0) suatu aljabar BCI dengan I C
X dan I # @. Himpunan [ disebut a-ideal dari aljabar BCI X jika memenuhi

beberapa kondisi yaitu untuk semua m,n,o € X, berlaku

1. 0el

2. (m=xo0)x (0*n) € I dan o € I yang berarti n x m € I untuk semua

m,n,o € X.

Contoh 4.1.2 Berdasarkan Contoh himpunan I = {0, d} merupakan a-ideal

pada Aljabar BCI C' = {0, d, e} sebab:

1. Karena I = {0, d}, maka jelas 0 anggota di /.

2. Untuk (m *0) * (0*xn) € I dan o € I yang berarti n x m € I untuk semua

m,n,o € X.

e Untuk m = ddann,0 =0 — (d*0) % (0% 0) € I dan o € [ yang

berarti n x m € [ untuk semua m,n,o € X.
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e Untukn = ddanm,0 =0 — (0% 0) * (0xd) € I dan o € I yang

berarti n x m € [ untuk semua m,n,o € X.

e Untuk o = ddan m,n =0 — (0xd) % (0% 0) € I dan o € [ yang

berarti n x m € [ untuk semua m,n,o € X.

Contoh 4.1.3 Berdasarkan Contoh himpunan I = {0, e} merupakan a-ideal

pada Aljabar BCI C' = {0, d, e} sebab:

1. Karena I = {0, e}, maka jelas 0 anggota di /.

2. Untuk (m *0) * (0*n) € I dan o € I yang berarti n x m € I untuk semua

m,n,o € X.

e Untuk m = edann,0 =0 — (ex0) * (0% 0) € [ dan 0o € I yang
berarti n x m € [ untuk semua m,n,o € X.

e Untukn = edan m,0 =0 — (0% 0) x (O*xe) € [ dan o € [ yang
berarti n x m € [ untuk semua m,n,o € X.

e Untuk o = edanm,n =0 — (0xe)*x (0% 0) € [ dan o € [ yang

berarti n x m € [ untuk semua m,n,o € X.

Teorema 4.1.4 (Lin Liu, | 2000) Misalkan X adalah Aljabar BCI. Setiap a-ideal

merupakan ideal.

Bukti. Misalkan [ adalah a-ideal, artinya 0 € [, dan (m#*0)*(0xn) € I dano € [
yang berarti n * m € [ untuk setiap m,n,o € X.
Akan dibuktikan I merupakan ideal. Atau dengan kata lain akan dibuktikan 0 € [

danm*n € I dann € I makam € I.

1. Karena I merupakan a-ideal maka jelas 0 € I.
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2. Diketahui m *n € [ dann € I. Akan ditunjukkan m € I.
Berdasarkan Teorema poin (1) dan Definisi poin (3) diperoleh
m*o0=(m=o0)*(0x0) € I. Karena o € I dan (m % 0) % (0% 0) € I maka

berdasarkan diketahui
Oxmel

Lebih lanjut misalkan o = n = 0 diperoleh

(m=0)*(0xn)=(m=x0)x*(0%0)
= (m=*0)*0
= (mx0)

=mel

Karena O € I, m € I dan [ adalah a-ideal, maka 0 x m € 1.

Karena 0 € [ dan 0 * m € [, maka

0% (0xm) eI 4.1)

Selanjutnya dimisalkan m = o = 0 diperoleh

(m*0)*(0%xn)=(0%0)x*(0x*n)

=0x(0xn)el

Karena 0 € I, 0% (0 xn) € I dan [ adalah a-ideal, makan «0=n € [

Berdasarkan [4.1| dan Definisi 2.1.1] poin (3) diperoleh

(0x0)* (0xm) el
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Karena [ adalah a-ideal diperoleh m « 0 = m € I.

Jadi berdasarkan poin (1) dan (2) terbukti / merupakan ideal. |

Teorema 4.1.5 (Lin Liu, | 2000) Diberikan ideal I pada Aljabar BCI X, pernyataan

berikut saling ekuivalen:

1. I adalah a-ideal pada X ;
2. (mx*o0)x (0xn) €l makanx(m=xo) € I

3. mx(0xn) €I makanxm € I.
Bukti.
(1) = (2)
Diketahui  merupakan ideal. Akan dibuktikan / adalah a-ideal.
Dipunyai (m * 0) % (0 n) € 1.
Akan ditunjukkan n x (m * o) € I.
Diperhatikan berdasarkan dipunyai yaitu (m x o) x (0 xn) € I.
Analogikan bahwa m adalah (mx*o), dan 0 adalah s dimana s = (m*o0)x(0xn) € 1.

Maka berdasarkan Definisi a-ideal poin (2) didapatkan

((m=*0)xs)*(0xn)
=((m=x0)*(0%xn))xs
= ((m=*0)*(0xn))*((m=*0)=*(0xn)

=0el

Karena [ adalah ideal sehingga didapatkan ((m x o) x s) % (0 * n) € I, maka

n*(mx*o) € 1.
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(2) = (3)
Diketahui (m * 0) * (0 xn) € I makan * (m o) € I.
Akan ditunjukkan m % (0 xn) € I makan xm € I.

Misalkan o = 0.

Diperoleh,
(m x0) % (0 *n)
=(mx*0)* (0xn)
=m=x* (0*n) € I,schingga
=nx*(m=x0)
=nxmel

(3) = (1)

Diketahui m * (0 *n) € I makansxm € [

Akan dibuktikan [ adalah a-ideal

1. Jelas 0 € I sebab berdasarkan Definisi ideal poin (1) I merupakan ideal.

2. Dipunyai (m*0)* (0xn) € [ dano € [
Akan ditunjukkan bahwa n xm € [
Berdasarkan Teorema [4.1.5] poin (2) dan Definisi 4.1.1]poin (2) yang kemu-

dian dioperasikan diperoleh
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(mx*(0%xn))* ((mx*o)x*(0%n))

< (m* (m *0)) 4.2)
Dilain pihak
(m* (m*0)) %0 [Teorema2.1.8|poin (3)]
= (m *0) * (m *0) [Definisi[2.1.1]poin (3)]
=0
Artinya,
(mx(m=x0)) <o 4.3)

Berdasarkan Persamaan 4.2 dan Persamaan 4.3] diperoleh bahwa

(m* (m=xo0)<oe€el

Karena [ ideal, ((m* (0xn))*((m=*0)*(0xn)) € I dan (m=*o0)*(0*xn) € I

Jadi diperoleh

(mx(0xn)) el

Sehingga berdasarkan diperoleh didapatkan n * m € I
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Teorema 4.1.6 (Lin Liu, |2000) Setiap a-ideal adalah p-ideal.

Bukti. Misal [ adalah ideal. Berdasarkan Teorema {4.1.4] maka / merupaka ideal.

Berdasarkan Teorema poin (2), jika dipunyai m = o = 0 maka diperoleh

(m*0)* (0xn) = (0x0)* (0%n) [Definisi[2.1.1] poin (3)]

=0x(0xn)el
sedemikian sehingga
n* (m*o0)=mnx(0x0) [Definisi poin (3)]
=nx*x0 [Teorema |2.1.8poin (1)]
=necl

Karea 0 x (0 * n) € [ maka n € I, berdasarkan Lemma [2.2.12|diperoleh / adalah

p-ideal. |

Teorema 4.1.7 (Lin Liu, 2000) Setiap a-ideal adalah g-ideal.

Bukti. Misalkan I adalah a-ideal.
Akan dibuktikan / merupakan g-ideal.
Dengan Teorema poin (2) cukup ditunjukkan jika m * (0 * n) € I maka

mx*xn €[
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Diketahui m * (0 * n) € I. Diperhatikan,
0% (0 (n*x(0%xm)))*(m=x(0%n)) [Teorema |2.1.8| poin (4)]

=0x((0*xn)* (0% (0%xm)))* (m=*(0xn)) [Teorema [2.1.8|poin (4)]
= (0% (0%n))* (0% (0% (0xm))) * (m=(0%n)) [Teorema[2.1.8/poin (5)]

= (0% (0%n))* (0xm)* (m=* (0*n)) [Teorema [2.1.8|poin (2)]
< (m* (0xn))x (m*(0%n)) [Definisi [2.1.1] poin (3)]
=0€el

Karena 0 * (0 (n % (0 xm))) *x (m* (0xn)) € I dan m % (0 * n) € I maka
0% (0% (nx(0xm))) €I
Berdasarkan Teorema[4.1.6/dan Teorema[2.2.12] maka diperoleh (n * (0 x m)) € I

Berdasarkan Teoremad.1.5|poin (3), jikan « (0 *m) € I makam n € [ |

Teorema 4.1.8 (ILin Liu, 2000) Himpunan tak kosong I dikatakan a-ideal pada alja-

bar BCI X jika dan hanya jika keduanya p-ideal dan q-ideal.

Bukti.

(=)

Diketahui [ adalah a-ideal. Akan dibuktikan / merupakan p-ideal dan g-ideal.
Berdasarkan Teorema dan Teorema jelas jika I adalah a-ideal maka [
juga merupakan p-ideal dan g-ideal.

(<)

Diketahui [ adalah p-ideal dan g-ideal. Akan dibuktikan / merupakan a-ideal.
Berdasarkan Teorema poin (3) cukup ditunjukkan m * (0 x n) € [ maka

n*m € I. Diperhatikan berdasarkan Teorema poin (2) m* (0 xn) € I maka
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m *n € I. Lebih lanjut,

(0 (n+m)) * (m *n) [Teorema [2.1.8| poin (4)]
— ((0%m)) * (0% m)) * (m xn) [Teorema 2.1.8] poin (3)]
= ((0%n) % (m*n)) * (0% m) [Teorema 2.1.8] poin (3)]
— (0% (m*n) %n) (0% m) [Teorema|[2.1.8|poin (4)]

= (((0xm) % (0 xm)) *n) * ((0+m) [Teorema [2.1.8| poin (3)]
= (((0xm) % (0xn))*(0xm)) *n [Teorema [2.1.8| poin (3)]
= (((0xm)* (0xm))* (0%n)) *n [Definisi 2.1.1] poin (3)]

= (0% (0%n))*n [Teorema 2.1.8| poin (3)]
= (0%n)* (0%n) [Definisi[2.1.1] poin (3)]
=0el

Karena (0 * (n*xm)) * (m*n) € [ dan m *n € I, dan karena [ adalah ideal maka
0% (0x(n*xm)) € 1.
Berdasarkan diketahui / adalah p-ideal dan berdasarkan Teorema [2.2.12] diperoleh,

jika 0% (0% (n*xm)) € I makan *m € [. |

Contoh 4.1.9 Pada Teorema ini sudah terbukti dari contoh-contoh sebelumnya yaitu
pada contoh terbukti bahwa himpunan / merupakan a-ideal pada aljabar BCI,
dan dibuktikan juga pada contoh [2.2.10]bahwa himpunan / merupakan p-ideal dan

contoh [2.2.5|bahwa himpunan / merupakan g-ideal.
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4.2. Ideal Aljabar BCI Assosiatif

Lemma 4.2.1 (Liu et al., |2007) Jika X adalah Aljabar BCI X Assosiatif maka

0 x m = m untuk setiap m € X.

Bukti. Diketahui Aljabar BCI X assosiatif. Artinya m * (n%o0) = (m*n)*0 untuk
setiap m,n,0 € X
Akan ditunjukkan O * m = m untuk setiap m € X

Ambil sembarang m € X. Karena X adalah aljabar assosiatif maka

(m*m)*xm=mx* (mx*m) [Definisi[2.1.1] poin 3]
Oxm=m=*0 [Teorema(2.1.8| poin (1)]
0xm=m

Teorema 4.2.2 (Liu et al.| 2007) Jika X adalah Aljabar BCI, maka pernyataan

berikut ekuivalen:

1. X adalah Aljabar BCI assosiatif,
2. Setiap ideal dari X adalah a-ideal,

3. Ideal {0} adalah a-ideal.

Bukti.

(1) = (2)

Diketahui X adalah Aljabar BCI Assosiatif. Akan ditunjukkan seiap ideal dari
X adalah a-ideal. Ambil sebarang ideal dari X, misalkan /. Akan dibuktikan /

merupakan a-ideal.



45

Berdasarkan Teorema poin (2) cukup ditunjukkan m x (0 x n) € I maka
nxm e I.

Diperhatikan, berdasarkan Lemma {.2.1| dipunyai

nxm=(0%n)*xm [Teorema poin (3)]
= (0xm)*n [Lemma [4.2.1]
=mxn [Lemma[.2.1])

=mx* (0xn) el

Akibatnya diperoleh n x m € I.
(2) = (3)
Diketahui setiap ideal dari X adalah a-ideal

Akan ditunjukkan ideal {0} merupakan a-ideal

1. Jelas 0 € {0}.

2. Ambil sebarang m,n,0 € X dimana berlaku (m * o) * (0 * n) € {0} dan
n € {0}.
Akan ditunjukkan n * m € {0}.

Diperhatikan n € {0}, akibatnya n = 0. Karena n = 0 maka

(m#*0)*(0xn)=(m=0)x*(0x0) [Definisi2.1.1] poin (3)]
= (m=x0)*0 [Teorema[2.1.8| poin (1)]

=m=*xo0

e {0}

Akibatnyam x 0o = 0 atau m = o = (.
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Jadi diperoleh n xm = 0% 0 € {0}

(3) = (1)
Diketahui ideal {0} merupakan a-ideal. Akan ditunjukkan X adalah Aljabar BCI
Assosiatif.

Ambil sebarang m € X

Karena ideal {0} merupakan a-ideal, maka berdasarkan Teorema ideal {0}
merupakan g-ideal.

Karena ideal {0} merupakan g-ideal maka berdasarkan Teorema poin (3) di-

peroleh

mx* (0xm) e[l
& (mx*x0)xmel

& (Mm*x0)xm=0

Selanjutnya karena ideal {0} merupakan a-ideal maka berdasarkan Teorema [4.1.5]
poin (3) diperoleh m * (0xm) € [ & m* (0xm) =0

Karena (m % 0) * m =m x (0 x m), jadi X merupakan Aljabar BCI Assosiatif. B

Definisi 4.2.3 (Liu et al., 2007) Misalkan X adalah Aljabar BCI dan I adalah ideal

dari X. Aljabar BCI faktor didefinisikan
X/I={C,|m e I}
Dimana untuk setiap C,,, C,, € X/I didefinisikan C,, x C,, = Cypun

Teorema 4.2.4 (Liu et al.| 2007) Misalkan I adalah ideal dari Aljabar BCI X. Ideal
I merupakan a-ideal jika dan hanya jika aljabar faktor (X/I;*,Cy) merupakan

Ajabar BCI assosiatif.
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Bukti.

(=)

Diketahui [ adalah ideal. Akan dibuktikan X /I merupakan Aljabar BCI assosiatif.
Berdasarkan Teorema[4.2.2] poin (3) cukup ditunjukkan ideal nol yaitu {Cj} meru-
pakan a-ideal atau dengan kata lain menggunakan Teorema poin (3)

Akan ditunjukkan jika C,,, * (Cy * C,,) € Cy maka C,, x C, € {Cy}

Dipunyai

Cy % (Co * Cy) € {Cy}
<~ Cm*(O*n) = CO € {CO}

Smx*x(0xn)el

Karena / adalah a-ideal jika m * (0 * n) € [ makan*m € I.
Karena I adalah a-ideal dimana 0 € I) maka diperoleh 0 * (n xm) € I.

Lebih lanjut

== OO & {Co}

Karena C,,, * (Cy x C,,) € {Cy} berakibat C,, x C,,, € {Cy} jadi {Cy} merupakan
a-ideal. Jadi (X/1, x) adalah Aljabar BCI Assosiatif.

(<)

Diketahui (.X/I) adalah aljabar Assosiatif.

Akan dibuktikan ideal / merupakan a-ideal atau dengan kata lain berdasarkan Teo-
rema4.2.2| poin (3) akan dibuktikan jika m (0 * n) € I makan«m € I.

Diperhatikan, m * (o *n) € I
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Karena [ adalah ideal mengakibatkan 0 € / maka
0€ (mx(oxn)) el

Berdasarkan Teorema poin (3) jika X Aljabar BCI Assosiatif maka ideal nol

{Cy} merupakan a-ideal, sedimikian sehingga
Cm * (Co x Cp) = Criosn) = Co € {Co}
Karena {C)} merupakan a-ideal maka berdasarkan Teorema poin (3)
Crsm = Cp x Cp, = Cy € {Co}

Hal tersebut berarti n x m € 1.

Jadi [ adalah a-ideal. |

4.3. Integrasi Keilmuan

Banyak ilmu pengetahuan yang dijelaskan dalam Al-Qur’an, salah satunya
yaitu matematika (Nugraha and Dwiyana, 2007). Matematika merupakan ilmu da-
sar yang harus dipahami oleh setiap orang, karena dalam kehidupan sehari-hari ma-

nusia tidak luput dari sebuah perhitungan.

Dalam ilmu matematika banyak teori yang dikaji, salah satunya aljabar.
Aljabar merupakan salah satu ilmu dasar matematika (Azura et al., [2019). Sema-
kin bertambahnya zaman pada saat ini ilmu aljabar semakin banyak dikembangkan
oleh ilmuwan matematika. Salah satu ilmu yang dikembangkan itu merupakan teori

yang dibahas dalam penelitian ini.

Lebih lanjut, dari paragraf sebelumnya disini peniliti membahas tentang teo-
ri Aljabar BCI. Aljabar BCI merupakan salah satu dari aljabar yang ada di matema-

tika. Didalam Aljabar BCI terdapat teori-teori yang didapatkan dari perkembangan
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teori dasar pada Aljabar BCI. Peneliti sudah membuktikan bahwa teori-teori yang

dikembangkan tersebut bernilai benar.

Di dalam islam teori kebenaran juga ada. Sumber teori tersebut berasal dari
Al-Qur’an, Hadist, dan lain sebagainya (Fuad Nasar, |2021)). Akan tetapi manusia
memiliki 2 kelompok dalam hal keyakinan, yaitu kelompok 7aglid dan Ittiba’. Ke-
lompok 7aqlid merupakan sekumpulan manusia yang menerima ajaran islam tanpa
menegetahui sumber ajarannya. Sedangkan kelompok /#tiba’ merupakan sekum-
pulan orang yang menerima ajaran dari sesama manusia akan tetapi orang tersebut
tetap mencari kebenaran dengan mencari dalil di Al-Qur’an ataupun hadist (Fathul

Ulum, 2005)).

Ajaran di dalam Islam sudah banyak terbukti nyata bukan hanya teori saja.
Sebelum zaman manusia saat ini sebelumnya Rasul juga melakukan ajaran tersebut
yang didapat dari wahyu Allah berupa ayat suci Al-Qur’an, salah satunya adalah
puasa. Dalam mempraktikan puasa Rasul mendapatkan kebenaran bahwa dengan
berpuasa tubuh menjadi sehat. Seperti sabda Rasulullah yang tercantum dalam H.R

Abi Nu’aim yang berbunyi:

2 S A

Vi 32 s0

Artinya: Berpuasalah kalian, niscaya kalian sehat

Dalam hadist tersebut manusia dianjurkan oleh Rasulullah untuk berpuasa,
karena dengan berpuasa manusia bisa menjaga tubuhnya dari segala penyakit. Me-
mang benar adanya jika berpuasa dapat menyehatkan tubuh. Buktinya sekarang
banyak di dunia kedokteran pasien yang akan melakukan operasi diharuskan untuk
berpuasa dahulu. Selain itu juga ada beberapa penyakit yang memang mengha-

ruskan untuk berpuasa (akan tetapi puasa disini tidak seperti puasa pada umumnya,
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karena untuk menghindari makanan yang tidak baik untuk dikonsumsi oleh pende-
rita).

Dalam hal ini apa yang dianjurkan oleh Allah memang ada maksud dan
tujuan yang baik buat manusia. Oleh karena itu sebagai manusia harus mentatai
peraturan-Nya. Sama halnya juga dalam matematika yang sudah dijelaskan dipara-
graf sebelumnya. Semua ketentuan dan ajaran yang yang ada memang benar ada-

nya.
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PENUTUP

Pada bab ini merupakan akhir dari penelitian yang memaparkan mengenai

kesimpulan yang didapatkan dari penelitian dan saran untuk penelitian selanjutnya.

5.1. Kesimpulan

Berdasarkan penjelasan tentang sifat yang terdapat didalam konsep Aljabar
BCI yaitu a-ideal dan keterkaitan antara a-ideal dengan Aljabar BCI Assosiatif da-

pat disimpulkan sebagai berikut:

1. Berikut definisi dan sifat-sifat a-ideal terhadap Aljabar BCI

(a) Definisi a-ideal pada Aljabar BCI
Misalkan (X, *,0) suatu aljabar BCI dengan / C X dan / # @&. Him-
punan / disebut a-ideal dari aljabar BCI X jika memenuhi beberapa

kondisi yaitu untuk semua m, n, o € X, berlaku

. 0el

ii. (m=*0)#*(0%n) € I dano € I yang berarti n*m € I untuk semua

m,n,o € X.
(b) Berikut sifat dari a-ideal pada Aljabar BCI

e Setiap a-ideal merupakan ideal.
e Diberikan I ideal pada X, maka ekuivalen dengan:

1. [ adalah a-ideal pada X;
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ii. (m*o0)*(0%xn) e Imakanx*(m=o)e€l;
iii. m* (0%n) € I makanxm € [.

e Setiap a-ideal adalah p-ideal

e Setiap a-ideal adalah g-ideal

e Himpunan tak kosong / dikatakan a-ideal pada Aljabar BCI X jika

dan hanya jika keduanya p-ideal dan g-ideal.
2. Berikut keterkaitan a-ideal dengan Aljabar BCI Assosiatif.

(a) Diberikan himpunan X merupakan aljabar BCI. Maka pernyataan beri-
kut ekuivalen:
1. X adalah Aljabar BCI assosiatif,
ii. Setiap ideal dari X adalah a-ideal,
iii. Ideal {0} adalah a-ideal.
(b) Misalkan [/ adalah ideal dari Aljabar BCI X. Ideal / merupakan a-ideal

jika dan hanya jika aljabar faktor (X/I;, Cy) merupakan Ajabar BCI

assosiatif.

5.2. Saran
Setelah membahas tentang definisi dan sifat a-ideal pada Aljabar BCI, da-
pat disarankan untuk dilakukan penelitian lebih lanjut tentang a-ideal Quasi pada

Aljabar BCI Asosiatif.
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